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Prologo

iPor fin hemos podido celebrar el congreso!

Este comienzo se debe a que este I Congreso Internacional de GeoGebra estaba convocado para

que tuviera lugar en 2020, pero debido a la situacion provocada por la pandemia del COVID, se

ha tenido que ir aplazando hasta que ha tenido lugar en Cérdoba, durante los dias 9 al 12 de

noviembre de 2023.

Durante los ultimos afios han sido muchas las actividades convocadas cuyo tema de trabajo ha

sido GeoGebra, abordando su uso desde distintas perspectivas, tanto técnicas como didacticas

para aprovechar que se ha convertido en un recurso imprescindible para cualquier docente que

desee que las tecnologias formen parte de su trabajo diario en el aula. En este sentido, la

Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) también ha

realizado actividades en un principio para promover el uso de GeoGebra y posteriormente, para




aprovechar las posibilidades didacticas que ofrece y que se han ido incrementando con las
sucesivas versiones que el equipo de desarrollo internacional ha puesto a disposicion de los
millones de usuarios.

Desde la FESPM queriamos hacer algo més y por ese motivo decidimos convocar este I
congreso internacional de GeoGebra que se ha celebrado en la ciudad de Cérdoba con el apoyo
de su Universidad que gracias a su Rector, Manuel Torralbo Rodriguez, como matematico de
profesion desde el inicio ha creido en este software y lo ha apoyado.

Para la celebracion del Congreso también hemos contado con el apoyo de instituciones como la
Organizacion de Estados Iberoamericanos (OEI) la Consejeria de Desarrollo Educativo y
Formacion Profesional de la Junta de Andalucia y del Centro de Profesorado de Coérdoba,
ademads de la Federacion Iberoamericana de Sociedades de Educacion Matematica (FISEM) y
de la Sociedad Andaluza de Educacion Matematica THALES, a las que agradecemos desde
esta lineas su confianza para ayudar en que este congreso fuera posible.

Contar con parte del equipo internacional de GeoGebra y sobre todo con su creador, Markus
Hohenwarter ha sido un honor para los que hemos dedicado tiempo a la organizacioén de este
congreso. No es la primera vez que Markus acude a nuestra llamada para alguna actividad, ya
estuvo en Cordoba en otra ocasion y en otras actividades que tuvieron lugar en Segovia y en
Baeza, en estos casos siempre de forma presencial, por lo que no nos queda nada mas que
agradecerle su esfuerzo.

Un papel importante han desarrollado los dos comités, el cientifico y el organizador que han
sido fundamentales para el éxito del congreso.

No quiero olvidarme de los conferenciantes que han hecho posible un excelente programa, asi
como a aquellos participantes que han querido compartir con el resto de asistentes, sus
experiencias en el uso de GeoGebra. Muchas gracias a todos.

El objetivo con el que en la FESPM creamos este congreso es que tenga continuidad, lo que
hemos conseguido ya que desde el Instituto de GeoGebra de Portugal y desde la Universidad de

Coimbra ya estan trabajando en una nueva edicion que tendra lugar en 2025.

Agustin Carrillo de Albornoz Torres
Secretario general de la FESPM
Coordinador del comité organizador

del I Congreso Internacional de GeoGebra
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GEOGEBRA Y LOS TRES PROBLEMAS CLASICOS

Jose Manuel Arranz San José
josemarranz(@gmail.com
Instituto GeoGebra de Castilla y Ledn. Espaia

Nucleo tematico: GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas en las diferentes
modalidades y niveles educativos.

Modalidad: CB Conferencia.

Nivel educativo: Medio o Secundario (12 a 15 afos) y Terciario o Bachillerato (16 a 18 afios).
Palabras clave: GeoGebra, geometria, matematicas, problemas.

Resumen

El legado de la escuela pitagorica hizo que la matemdtica griega estuviera dedicada casi
exclusivamente al estudio de la Geometria. Mediante construcciones con regla y compds los
griegos establecieron todas las proposiciones geométricas. La regla y el compas resultaron ser
insuficientes para la resolucion de los denominados problemas clasicos:

Duplicacion del cubo, construir un cubo que tenga el doble del volumen que un cubo dado.
Triseccion de un angulo, dividir un angulo arbitrario en tres angulos de igual amplitud.
Cuadratura del circulo, construir un cuadrado de igual area que un circulo dado.

La busqueda de soluciones a estos tres problemas ha dejado multiples descubrimientos y
avances en las matematicas. el estudio de conicas y las curvas mecanicas entre otros.

La imposibilidad de las tres construcciones con regla y compas fue establecida en el siglo XIX.
Con este trabajo se pretende comprobar la idoneidad de GeoGebra como asistente en la
reproduccion de los procedimientos aproximados, utilizando regla y compas, y exactos, con
ayuda de curvas mecanicas, que los matematicos han utilizado en los intentos de resolucion de
los tres problemas.

La mayoria de las construcciones que se presentan pueden realizarse en el aula en diferentes
niveles educativos.

1.-Duplicacion de cubo

En el afio 429 a.C. ocurria en Atenas una terrible epidemia de peste. Cuenta la leyenda que, ante
la impotencia para combatirla, los atenienses consultaron el oraculo del dios Apolo, cuyo altar
se encontraba en la isla de Delos. Este mandé duplicar el volumen del altar de Apolo, que tenia
la forma de un cubo, dando origen al problema de la duplicacion del cubo.

Seguramente el origen del problema fue bien diferente. Los gedmetras griegos conocian
perfectamente técnicas para duplicar el area de figuras planas, basta multiplicar sus dimensiones
por V2, aplicando el teorema de la altura para conseguirlo. La imagen muestra un

procedimiento de construir un cuadrado y un circulo de 4rea doble que el inicial.



—_———— .

Imagen 1. Duplicacion de figuras planas.
Resuelto el problema de la duplicacion en el plano con regla y compds, los gedmetras griegos
intentan la solucion en el espacio, dado un cubo de volumen V, construir un cubo cuyo volumen
sea 2V.
Hipocrates de Quios (470 a.C-410 a. C), demuestra que el problema de duplicacion del cubo

se reduce a encontrar dos medias proporcionales x e y tales que: a/x = x/y = y/2a. De donde

x =2 es el valor que ha de tener la arista que permite duplicar el cubo. No hay registros de
construccion de medias proporcionales por Hipocrates, seguramente no llegd a realizarlo.

Se describen a continuacion algunas de las soluciones mas relevantes planteadas por los
geometras griegos utilizando las medias proporcionales formuladas por Hipdcrates. Mecanismo
de Platén. No es seguro que sea el conocido filésofo, conocida su aversion a los dispositivos
mecanicos.

El mecanismo resuelve el problema de las medias proporcionales, al menos teéricamente. El

dispositivo consiste en dos reglas paralelas, una fija y otra moévil, imagen de la izquierda.

regla mévil

regla fija

Imagen 2. Mecanismo de Platon

Situando el dispositivo en la posicion que se muestra en la imagen de la derecha, por semejanza
de triangulos, a/x = x/y = y/b. Si se consigue que b = 2a, se resuelve el problema. La
simulacion con GeoGebra permite aproximar b al valor 2 tanto como se desee al tiempo que
muestra la imposibilidad de lograr de forma exacta esta situacion.

Mesolabio de Eratéstenes (275 a. C — 194 a. C.) Eratostenes disefia un sencillo mecanismo
que resuelve el problema de la duplicacion. Los tridangulos pueden desplazarse horizontalmente.
Si se sittan los tridngulos en la posicién que se indica en la imagen de la derecha, con los cuatro

puntos destacados alineados, entonces la medida del segmento x, es la solucion que permite

9



duplicar el cubo. Aplicando el teorema de Tales, se tiene: a/x =x/y =y/2a. La
manipulacion con GeoGebra muestra con claridad la imposibilidad de alinear los cuatro puntos.

Si se consigue con relativa facilidad aproximar tanto como se desee mediante guiones o Java

Script de GeoGebra.
2a
° O o °

Imagen 3. Mesolabio de Eratostenes.
Arquitas de Tarento (430 a. C — 360 a. C.). Arquitas da una de las soluciones mds ingeniosas
y complejas para su tiempo. La interseccion de un toro, un cilindro recto y un cono, es la media
proporcional que resuelve el problema. Las siguientes imagenes muestran la disposicion de
estas figuras tridimensionales y la traslacion del problema al plano. El segmento AD es la

medida que resuelve la duplicacion.

L
- |
—

=

~. N J . {

a=dist(A E) 2a=dist(A,C)=
Imagen 4. Esquema de la construccion de Arquitas

La ventana 3D de GeoGebra permite construir los tres solidos de forma precisa y con gran
calidad grafica. Permite también construir las curvas de interseccion entre cada par de
superficies. No es sencillo determinar de forma exacta el punto de interseccion de las curvas.
Conicas de Menecmo (374 a. C — 325 a. C.) Menecmo estudia las conicas (como interseccion
de un cono y un plano) para resolver el problema de la duplicacion del cubo. Su razonamiento,
con la notacién actual es bastante sencillo: a/x = x/y = y/2a. De estas igualdades se obtiene:
x"2 = ay; y"2 = 2ax; xy = 2a”2. Las dos primeras expresiones son parabolas e hipérbola la
tercera. Despejando x de cualquier par de estas ecuaciones, se obtiene x = N 2, esto es, las tres
curvas tienen un punto en comun, que resuelve el problema de obtener un cubo de volumen

doble que el cubo inicial.

10
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Imagen 5. Conicas de Menecmo para a=1.

La interseccion de estas conicas resuelve de forma exacta y sencilla el problema de la
duplicacién del cubo, pero estas curvas no pueden construirse globalmente con regla y compas.
La construccion de las curvas y su interseccion con GeoGebra es exacta y al alcance de alumnos
de Bachillerato. Utilizando la vista 3D es inmediato construir el cubo de volumen doble al dado.
(Como es posible que hace mas de dos mil afios, Menecmo, imaginando estas curvas como
cortes de un plano y de un cono recto, llegara a esta conclusiéon? Se ha especulado la posibilidad
de que tuviese conocimientos mas alla de la geometria clasica.
Curvas mecanicas.
Se denominan curvas mecéanicas a aquellas que se generan por movimiento de un punto,
habitualmente interseccion de dos rectas, recta y circunferencia o dos circunferencias en
movimiento.
Muchas de estas curvas mecanicas fueron disefiadas con el objetivo de resolver alguno de los
problemas clasicos. Se muestran a continuacion dos de las curvas creadas en la antigiiedad para

resolver el problema que nos ocupa, la duplicacion del cubo.

. — e e ——————

Imagen 6. Concoide de Nicomedes y Cisoide de Diocles.
Los detalles sobre la construccion de estas curvas pueden verse accediendo a la construccion
GeoGebra y mejor aun descargando la construccion.
Apolonio de Perga (262 a. C — 190 a. C.) Apolonio, conocido como el gran gedmetra, plantea
una solucion tan sencilla como brillante, que Unicamente precisa de un rectangulo para su

demostracion.
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Imagen 7. Solucién de Apolonio al problema de duplicacion del cubo
Sobre un rectangulo de dimensiones a y 2a, se hace la construcciéon de la imagen de la
izquierda, pudiendo desplazarse el punto Y verticalmente. En cualquier posicion de este punto
se verifica que a/x = y/2a. Si se sitian X e Y de forma que estén a igual distancia del centro
del rectangulo, entonces a/x = x/y =y/2a. En esa disposicion x e y son las medias
proporcionales que resuelven la duplicacion del cubo, como se muestra en la imagen de la
derecha. La demostracion es sencilla, basta aplicar el teorema de Pitagoras. Aunque pueda
parecer lo contrario, no es posible determinar la posicion exacta de los puntos X e Y utilizando
unicamente regla y compés. La utilizacion de GeoGebra permite aproximar tanto como
queramos y lo que es mas importante, ayudar a comprender la imposibilidad de realizar la
construccion exacta utilizando unicamente regla y compas.
2. Triseccion del angulo.
Como ya se ha indicado, el problema consiste en dividir un dngulo cualquiera en tres dangulos de
igual amplitud, utilizando Uinicamente una regla sin marcas y un compas, en un numero finito de
pasos.
El problema tiene matices que lo diferencian de los otros dos problemas. Ningun cubo puede
duplicarse, ningun circulo puede cuadrarse, pero hay angulos que si pueden trisecarse. Dado un
angulo cualquiera, es inmediato construir con regla y compdas un angulo de amplitud tres veces
mayor.
No esta claro el origen del problema, ni hay leyenda que acompafie su nacimiento. Parece
logico pensar que, conocidas las técnicas geométricas para bisecar un angulo, el afan
investigador de los antiguos gedometras les impulsara a intentar dividir el angulo en tres partes
iguales.
Angulos trisecables. Es bien conocida la triseccion del angulo recto, y si un angulo « es
trisecable, lo es su dangulo mitad, y en general 4ngulos de la forma a/2”n , basta aplicar que la

medida del dngulo inscrito es la mitad del angulo central. La construccién con GeoGebra que se

12



muestra en la imagen de la izquierda es perfectamente realizable en primeros cursos de

educacion secundaria.

‘- ‘A \ G|

Imagen 8. Triseccion del angulo de 90° y otros angulos trisecables.

Una forma de conseguir otros dngulos trisecables es a partir de poligonos regulares construibles.
Mediante deslizadores, se construyen con GeoGebra poligonos inscritos con un vértice comun
A. En la imagen de la derecha hexagono y decdgono regular. Como se ve en la imagen se
obtienen el angulo de 72° y el angulo 24°, con lo que se ha trisecado el angulo de 72°. Hay que
tener en cuenta que no todo poligono regular puede construirse con regla y compas. Gauss
establecio la condicion suficiente, ligada a nimeros primos de Fermat, para que un poligono
regular pueda construirse, y posteriormente Wantzel completé el teorema. Con el
procedimiento empleado, si el poligono regular de 9 lados pudiese construirse con regla y
compas, se obtendria el angulo de 20°, equivalente a trisecar el angulo de 60°, que como se sabe
es imposible con regla y compés. El problema de la triseccion del angulo esta ligado a la
construccion de poligonos regulares con regla y compas.

Método de regla marcada. Conocido también como método Neusis, fue utilizado por
Arquimedes para trisecar el angulo. Consiste en hacer dos marcas sobre una regla a una
distancia previamente fijada, de forma que los tridngulos AOC y OCP sean iso6sceles. El uso de
regla marcada sobrepasa las normas de regla y compés establecidas en los canones de la

geometria griega.

Imagen 9. Triseccion con regla marcada.
Se recomienda acceder a la construccion vinculada a la imagen y descargarla para una mejor

comprension de la esencia del método utilizado.

13



Como en los otros dos problemas, la solucion exacta de la triseccion estd en las curvas
mecanicas.

Trisectriz de Hipias (443 a.C-399 a.C.) Primera curva mecdnica, no construible con regla y
compas, creada con objeto de trisecar el angulo. Como curva global la Trisectriz de Hipias se
construye como lugar geométrico del punto P, interseccion de dos rectas r y s, una de ellas se
desplaza verticalmente a velocidad constante, y la otra gira también a velocidad constante,

respecto a un punto fijo O, imagen de la izquierda.

P

r A /0

Imagen 10. Trisectriz de Hipias.
Para trisecar un angulo se restringe la curva al intervalo que se muestra en la imagen de la
derecha. El punto A recorre un cuarto circunferencia en el mismo tiempo que el segmento CD

recorre el lado del cuadrado. El lugar geométrico del punto P define la trisectriz.

T A

a=60° B=20 )
Imagen 11. Triseccion del angulo mediante curva de Hipias.

La imagen anterior muestra el procedimiento para trisecar el d&ngulo. Para un dngulo cualquiera
entre 0 y 90° definido por el punto A, se divide el segmento CO en tres partes iguales,
obteniendo los puntos E y F. La interseccion con la curva trisectriz de los segmentos paralelos
por E y F determinan la triseccion, imagen de la izquierda.

Gracias a las bondades de GeoGebra, mediante la creacion de una lista, la division de un angulo
en n partes es sencilla. Es suficiente definir un deslizador n (nimero de partes en que se desea
dividir el a&ngulo) con incremento unidad y utilizar la expresion: Secuencia(O +1 (C - O) / n, i,
I, n - 1). La construccion se termina mediante la creacion de listas similares para definir
segmentos paralelos y puntos de interseccion con la trisectriz.

Espiral de Arquimedes (287 a. C-212 a. C.) Arquimedes disefia la espiral que lleva su nombre

como forma de resolver el problema de la triseccion del dngulo. Se define como el lugar
14



geométrico de un punto moviéndose a velocidad constante sobre una recta que gira sobre un

punto fijo a velocidad angular constante.

Imagen 12. Espiral de Arquimedes. Primera vuelta de espiral y triseccion del angulo.

Como en otras curvas que se han detallado, puede construirse la espiral de Arquimedes con la
herramienta Lugar Geométrico, si bien para posteriores manipulaciones, intersecciones, valor
de la curva en puntos determinados, ... conviene definir la curva mediante su ecuacion. En
coordenadas polares (r, 0) la espiral de Arquimedes se expresa mediante la ecuacion r = a 6, el
signo de a determina el sentido del giro, y su valor absoluto es la distancia entre dos vueltas
sucesivas. Como curva paramétrica, en GeoGebra su ecuacion es Curva(a t cos(t), a t sen(t), t, 0,
21 n), con n nimero de vueltas.

Para trisecar un dngulo basta fijarnos en la primera vuelta Curva(a t cos(t), a t sen(t), t, 0, 2m),
imagen de la derecha. Para trisecar un angulo cualquiera BOA, A punto sobre la espiral es
suficiente dividir el segmento OA en tres partes iguales. La interseccion de circunferencias con
centro en el origen y radio los puntos obtenidos al dividir el segmento, con la espiral determina
los angulos buscados. La Espiral de Arquimedes permite dividir un dngulo cualquiera en n
partes. Basta dividir el segmento OA en n partes y seguir los pasos antes indicados. Para una
construccion general que divida el angulo en n partes es necesario ayudarse de listas creadas

con el comando secuencia de forma similar a como se detallo en la trisectriz de Hipias.

15



Otras curvas mecanicas que trisecan el angulo. A lo largo de la historia han sido multiples
las curvas mecanicas que los matematicos han disefiado para trisecar el angulo. La construccion
de estas curvas es similar y su definicién y como triseca el angulo puede verse entrando en la

construccion vinculada a cada imagen.

P36/ a=s00¢

Imagen 14. Caracol de Pascal, Trisectriz de Ceva y Trisectriz de Maclaurin.

Trisectriz de Deslanges. Detallamos esta trisectriz por su sencillez de construccion que puede

realizarse con alumnos en sus primeros pasos con GeoGebra.

Imagen 15. Trisectriz de Deslanges.

Se construye un tridngulo ABC, con C situado sobre una circunferencia centrada en el punto
medio de AB y radio r = AB V2/2. Se construye el ortocentro del tridngulo, sin duda una de
las primeras actividades que la mayoria de alumnos realizan en sus primeras clases con
GeoGebra. La trisectriz se define como el lugar geométrico del ortocentro cuando C recorre la
circunferencia. Para trisecar un angulo basta construir la circunferencia que se muestra en la
imagen de la derecha y sobre un punto de ella trazar la recta tangente. La interseccion de la
recta tangente en P con la trisectriz define el angulo buscado.

Triseccion mediante series. La triseccion se puede aproximar mediante la repeticion del

método de la regla y el compas para bisecar un angulo utilizando series convergentes.

16



Las series geométricas 1/4+1/16+1/64+--=1/3, y también 1/2-1/4+1/8—
1/16 + --- = 1/3 pueden utilizarse para realizar sucesivas bisecciones como aproximacion a la
triseccion. La solucion exacta requiere un numero infinito de iteraciones, lo que excluye el
método de las reglas platdnicas, regla sin numerar y compds en un numero finito de pasos. La

primera de las series resulta ser mas eficiente en la aproximacion.

o

Imagen 15. Triseccion mediante series convergentes.

Dispositivos mecanicos. De igual forma que en la duplicacion del cubo, se han construido a lo
largo de la historia mecanismos que permitan trisecar el angulo. Mencionamos dos de estos
mecanismos, el Tomahawk (hacha india) y el compés de Descartes, cuya modelizacion con
GeoGebra permite dividir el &ngulo en un nimero cualquiera de partes.

A

o |

E

Imagen 16. Tomahawk y compas de Descartes

3. Cuadratura del circulo.

El problema geométrico consiste en construir un cuadrado de igual area que un circulo dado,
utilizando Gnicamente regla sin marcas y compas. El problema es equivalente al de rectificacion
de la circunferencia, esto es, construir un segmento recto de igual longitud que una
circunferencia o arco de circunferencia dado.

Desde la antigiedad ha habido necesidad de medir el 4rea del circulo. En Babilonia,
aproximadamente en 1600 a. C., median la circunferencia de un circulo como tres veces el
didmetro y el area del circulo como un doceavo del cuadrado de la circunferencia, es decir A =

3rhl.



El primer intento de medida del area del circulo que actualmente conocemos aparece en el
papiro de Rhind (1650 a.C. aprox.), descubierto en 1855, que contine una colecciéon de
problemas matematicos, entre ellos dos célculos diferentes del area del circulo, utilizando un
cuadrado como referencia.

La primera aproximacion que muestra el papiro establece que el area del circulo es equivalente
a la de un cuadrado cuyo lado es 8/9 del didmetro del circulo. Con esta aproximacion, el area de
un circulo de diametro 9 cuya area A = m(9/2)"2 = 63.6173 ... se sustituye por el area de un
cuadrado de lado 8, es decir 64 unidades cuadradas.

Una segunda construccioén aproxima el area del circulo de didmetro 9 al 4rea de un octdégono
irregular inscrito en un cuadrado de lado 9 como se muestra en la imagen de la derecha. Con
esta aproximacion, un circulo de didmetro 9 unidades tiene por area 63 unidades cuadradas.
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Imagen 17. Aproximaciones area circulo papiro de Rhind

La imagen de la izquierda, que es el primer intento conocido de cuadrar el circulo con regla y
compds, también puede ser una interesante construccion para realizar con GeoGebra con
estudiantes de primeros cursos de Educacion Secundaria, y realizar algunos célculos.

Los primeros procedimientos deductivos basados en demostraciones geométricas se
desarrollaron a partir del siglo VI a. C. en la Antigua Grecia.

Los geometras griegos conocian técnicas para cuadrar el rectdngulo, el tridngulo, y en
consecuencia cualquier poligono por descomposicion de este en tridngulos. En la imagen se

muestra un procedimiento para cuadrar rectangulo y tridngulo.

o

Imagen 18. Cuadratura del rectangulo y del tridngulo
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El afan investigador de los antiguos gedmetras seguramente fue el motivo de intentar cuadrar
figuras delimitadas por curvas, el objetivo es cuadrar el circulo.

Cuadratura de linulas. Una lunula puede definirse como la region concava limitada por dos
arcos de circunferencia. Hipocrates hacia el afio 440 a. C. demostré que el area de la linula
construida sobre el cateto de un triangulo rectangulo e isdsceles es igual al area del triangulo.
Basta demostrar que el area de la lunula mas el area del segmento circular es igual al area del
triangulo mas el area del segmento circular.

Alhacen (945-1040) con argumentos similares a los de Hipdcrates cuadra las lanulas
construidas sobre un triangulo rectangulo cualquiera, imagen de la derecha, demostrando que el

area del tridngulo rectangulo es igual a la suma de las linulas construidas sobre los catetos.

Imagen 19. Lunulas de Hipdcrates y Alhacén.
La construccion de estas lunulas y el célculo del area supone una rica actividad para alumnos de
Educacion Secundaria, calcular areas con ayuda de GeoGebra y comprobar la igualdad de las
mismas, asi como introducir pequefias demostraciones en el aula con alumnos més avanzados.
Posteriormente Euler demostr6 la cuadratura de otras linulas, y no fue hasta el siglo XX cuando

se demostrd que Unicamente hay cinco lunulas que pueden cuadrarse.

Imagen 20. Lunulas que pueden cuadrarse.

A pesar de los prometedores éxitos logrados al cuadrar linulas, la cuadratura del circulo se
intuia imposible mediante el uso de las herramientas clésicas. La solucion, como en los otros
dos problemas, se obtiene mediante las curvas mecanicas.

Cuadratriz de Hipias. Unos cien afios después de la construccion de la trisectriz de Hipias,
Dinostrato demuestra que esta curva permite también cuadrar el circulo, de ahi que también sea
conocida como cuadratriz de Hipias. La clave esta en el valor de la abscisa del punto en que la

cuadratriz interseca al cuadrado. Al realizar la construccidon con GeoGebra, tanto como lugar
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geométrico (interseccion de segmentos) como utilizando la ecuacion Curva(2a / w t cotg(t), 2a /
nt t, 0, /2), el punto P no estd definido. La vista CAS de GeoGebra permite calcular el
limite en n/2, cuyo valor para a =1 es 2/z, lo que resuelve el problema de la cuadratura como se

muestra en imagen siguiente.

d(O,P)=2/n
2/m 1

= _ ==

1 x

]

P=(2/m0) S
Imagen 21. Cuadratriz de Hipias
Espiral de Arquimedes. La curva mecanica disefiada por el genio de Siracusa para trisecar el

angulo permite también cuadrar el circulo, con al menos dos razonamientos diferentes.

Imagen 22. Cuadratura del circulo mediante la Espiral de Arquimedes 1.

Sea A el punto que alcanza la espiral tras recorrer la primera vuelta. La recta tangente a la
espiral en ese punto corta a la perpendicular a OA en P. Arquimedes afirma que la distancia OP
es igual a la longitud de la circunferencia de radio OA, y por tanto el area del triangulo OAP es
igual al area del circulo de radio OA. La construccion con GeoGebra permite comprobar de
forma exacta la afirmacion de Arquimedes.

Una construccion alternativa, mas intuitiva, se muestra en la siguiente imagen, por la propia
definicion de la espiral, o de su ecuacion: Curva(a t cos(t), a t sen(t), t, 0, w ), para a =1, al
recorrer media vuelta la espiral, corta al eje a distancia n. Basta trazar una semicircunferencia
por A(-m,0) y B(1,0), por el teorema de la altura, d(4, C) = v/m, con lo que queda cuadrado el

circulo de radio 1.
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A=(-T11 0) 0=(0,0) B=(1,0)

Imagen 23. Cuadratura del circulo mediante la Espiral de Arquimedes 2.
Construcciones aproximadas. Para finalizar, se presentan dos construcciones aproximadas,
con regla y compas, de las que matematicos y aficionados han realizado cientos a lo largo de la
historia.

La primera construccion fue realizada por el matematico britdnico E. Hobson en 1913. Como
puede comprobarse en la escena es una excelente aproximacion para una construccioén tan
sencilla con regla y compas.

La segunda construccion realizada por el matematico polaco Adam Adamandy Kochansky en
1685. Esta construccion se realiza con regla y compds (apertura fija en toda la construccion)
mediante la cual logra una rectificacion aproximada de la semicircunferencia.

En ambas construcciones, el error relativo es inferior a 1/1000.

1/2r; OF =3/2r

Imagen 24. Cuadraturas aproximadas con regla y compas.

4. Imposibilidad de las construcciones con regla y compas.

Pierre Wantzel, basandose en trabajos previos de Gauss y Galois, publicé en 1837 en una
revista de matematicas francesa la primera prueba completamente rigurosa de
la imposibilidad de trisecar un angulo utilizando Unicamente una regla y un compés. Demostrd

también la imposibilidad de resolver la duplicacién del cubo, asi como la construccion de un
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poligono regular cuyo numero de lados no es producto de una potencia de dos o distinto a
cualquier nimero de Fermat.

La prueba de la imposibilidad de cuadrar el circulo con las restricciones de impuestas por los
geometras de la antigiiedad la proporcion6 en el ano 1882 Carl Louis Ferdinand von
Lindemann al demostrar la trascendencia del niamero 7.

La demostracion de estos enunciados excede las pretensiones de este articulo.

Imagen 25. Codigo QR acceso a libro GeoGebra
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Resumo

Este texto apresenta os contributos do GeoGebra Discovery em dois espacos e tempos
diferentes: um minicurso oferecido em um evento de Educa¢do Matemdtica e uma formagdo
continuada de professores. O objetivo geral desses estudos foi verificar se as ferramentas e
comandos do GeoGebra Discovery, colaboram para o processo de ensino e de aprendizagem
de propriedades da Geometria Plana por meio da interagdo, exploragdo, criagdo e verificagdo
de conjecturas, dos respectivos participantes. O GeoGebra Discovery é uma versdo
experimental do GeoGebra com a qual é possivel, devido a um conjunto de Ferramentas de
Raciocinio Automdatico (ART), a verificagdo de propriedades da geometria plana, algumas
apontadas na literatura como teoremas. Em cada estudo diferentes aportes teoricos foram
utilizados para permitirem as andlises das pesquisas desenvolvidas, tanto no contexto da
Geometria Plana quanto em relagdo a compreensdo do recurso utilizado, o GeoGebra
Discovery, no contexto da Educa¢do Matematica.

Palabras clave: Geogebra Discovery; Geometria Plana; Formacao de Professores

Introduciao
A digitalizagdo da educacdo ¢ um processo que tem acelerado nos ultimos anos, impulsionado

pela crescente disponibilidade e avancos de tecnologias digitais, e pela necessidade de
adaptacdo as mudangas e as novas demandas da sociedade.

A digitalizacdo traz a Educacdo Matemadtica novas ferramentas que requerem modificacdes e
adequagdes curriculares, um novo design de tarefas, e uma maior interacdo com outras
disciplinas, permitindo o protagonismo do aluno, importante para o seu proprio aprendizado
(Pereira, 2012).

Os Sistemas de Geometria Dinamica (DGS) sdo reconhecidos como ferramentas digitais de
significativa importancia para o ensino e o aprendizado de Geometria. Lopez (2001) destaca
que desde sua concepgdo, tais sistemas proporcionam oportunidades para desenvolver nos
estudantes habilidades de visualizagdo geométrica e experimentacdo. Os DGS possibilitam
representacdes dindmicas que podem desenvolver habilidades importantes para o pensamento
geométrico e a argumentacao.

Os DGS contemporaneos, como GeoGebra Discovery, uma versdo experimental do GeoGebra,
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evoluiram ao ponto de incluir recursos de raciocinio automatizado, que permitem a descoberta,
verificagdo automatica e com rigor matematico de teoremas e propriedades da Geometria
(Kovacs; Recio; Vélez, 2022).

Mesmo que esses recursos estejam em processo de aperfeigoamento por seus desenvolvedores -
GeoGebra (Hohenwarter; Kovacs; Recio, 2019), eles possuem relevancia no campo da
Educacdo Matematica, visto que as tecnologias digitais tém ocupado espago e motivado a
realizacdo de novas pesquisas.

O GeoGebra Discovery possui uma cole¢ao de recursos e comandos, as chamadas Ferramentas
de Raciocinio Automatico (ART) que permitem uma verificagdo matematica (ou seja, a Prova
Automatica de Teorema (ATP)) e a descoberta automatica de proposi¢des gerais sobre figuras
da geometria euclidiana construidas pelo usuario.

Essas ferramentas (dadas por um botdo no Menu) e comandos (a serem introduzidos no Campo
de Entrada do software) permitem que o usudrio automaticamente conjecture, descubra e
verifique declaracdes exibidas pelo sofiware sobre diferentes elementos de uma determinada
construcao geométrica.

O conjunto ART do GeoGebra Discovery, até o0 momento, ¢ composto de algumas ferramentas
e comandos denominados Relation, LocusEquation, Prove e ProveDetails, Discover e Compare
(Kovacs, 2021; Kovacs; Recio; Vélez, 2022) que serao apresentados neste texto.

A ferramenta Relation, existente na versdo oficial do GeoGebra, retorna com respostas
numeéricas, afirmando ou nao a possibilidade de as relagdes ocorrerem.

O comando LocusEquation permite obter uma equacdo implicita de um ponto, dada uma
propriedade a ser validada.

Os comandos Prove e ProveDetails, disponiveis na versdo 6 do GeoGebra, funcionam de
maneira semelhante, ou seja, o usuario digita um comando e insere a conjectura, obtendo como
resposta verdadeiro ou falso.

O comando Discover, ainda exclusivo na versdo experimental do GeoGebra Discovery,
aplicado a um determinado ponto, busca, de forma automatica, possiveis relacdes geométricas
envolvendo os objetos da construcao realizada.

O comando Compare, também ainda exclusivo do GeoGebra Discovery, permite comparar duas
grandezas geométricas, procurando uma relagdo entre elas.

A utilizagdo do GeoGebra Discovery desencadeou o desenvolvimento de habilidades proprias
do pensamento geométrico, como identificar relacdes e propriedades, argumentar, formular
conjecturas, testar e verificar.

Alguns recursos basicos de raciocinio automatizado estdo disponiveis no GeoGebra Classico e
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outros comandos das ART podem ser encontrados no GeoGebra Discovery, acessivel online em

http://autgeo.online/geogebra-discovery/ e utilizada com os professores participantes.

Pesquisas Realizadas

Nos estudos realizados apresentamos pontos relevantes observados em dois espagos de

investigacdo do grupo de pesquisa, sobre Geometria Plana, nos quais o GeoGebra Discovery foi

o recurso utilizado:

V' em um minicurso ministrado durante o XV Encontro Paulista de Educagao Matematica
(EPEM) durante 2 horas.

V' em uma formagdo continuada de professores online por meio da plataforma Teams da
Microsoft durante 2 meses.

O objetivo geral dessas pesquisas foi verificar se as ferramentas e comandos do GeoGebra

Discovery, colaboram para o processo de ensino e de aprendizagem de propriedades da

Geometria Plana por meio da interagdo, exploracdo, criacdo e verificagdo de conjecturas, dos

respectivos participantes.

Em cada estudo diferentes aportes tedricos foram utilizados para permitirem as analises das

pesquisas desenvolvidas, tanto no contexto da Geometria Plana quanto em relagdo a

compreensdo do recurso utilizado o GeoGebra Discovery.

Sobre o Minicurso

O minicurso foi ministrado durante o0 XV Encontro Paulista de Educagdo Matematica (EPEM)
de formacao de professores em 2023 com a presenca de onze participantes e duragdo de duas
horas e a seguinte questdo norteadora: Como os professores de matemadtica interagem com os
recursos do GeoGebra Discovery ao tomar conhecimento dessa inovagdo, explord-la e passar
pelo processo de tomar a decisdo de adotar ou rejeitar esse software como uma ferramenta
para sua pratica docente, compreendendo suas potencialidades no estudo de Geometria Plana.
As analises das observacdes e das discussdes desenvolvidas pelos participantes consideraram
como aporte tedrico a Difusdo da Inovagdo de Everett Rogers (2003) a qual apresenta um
modelo em que esquematiza o processo pelo qual o individuo passa do conhecimento mais geral
sobre a inovagao, aprofundando-o, formando uma opinido ou uma atitude a seu respeito, até
chegar a decisdo de adotd-la ou rejeita-la, para, enfim, no caso de adogdo, trabalhar com a
implementagdo e confirmar essa decisao.

De acordo com Rogers (2003):

[...] uma inovacdo ¢ uma ideia, pratica, ou objeto que ¢ percebido como novo pelo
individuo ou por outra unidade de adog¢do. Pouco importa, no que diz respeito ao
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comportamento humano, se a ideia ¢ ou ndo “objetivamente” nova, medida pelo periodo
que vai de sua primeira utilizacdo ou descoberta. [...] A novidade percebida da ideia, para
o individuo, ¢ uma inovacao (Rogers, 2003, p. 11, tradugdo nossa).
Os participantes tomaram conhecimento do GeoGebra Discovery como uma inovagdo, a
exploraram e passaram pelo processo de tomar a decisdo de adotar ou rejeitar esse software
como uma ferramenta para sua pratica docente, compreendendo suas potencialidades no estudo
de Geometria Plana.
O processo de inovagdo-decisdo ¢ '"essencialmente uma busca de informagdes e de
processamento de informagdes, quando um individuo estd motivado a reduzir a incerteza sobre
as vantagens e desvantagens de uma inovacao" (Rogers, 2003, p. 13, tradugao nossa).
O modelo do processo de inovacdo-decisdo de Rogers envolve cinco estagios: conhecimento,
persuasdo, decisdo, implementagdo e confirmagdo, os quais sao representados na Figura 1.

Figura 1 — Modelo do processo de inovacdo-decisdo
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Fonte: Adaptado de Rogers (2003, p. 165).
A teoria da Difusdo da Inovac¢do (Rogers, 2003) permite analisar o desenvolvimento do trabalho

com professores e compreender sua situagdo ao se deparar com uma nova ideia.

O estagio de persuasao ocorre quando o individuo tem uma atitude de aderéncia ou rejeicdo em
relacdo a inovagdo estabelecendo relagdes entre os seus conhecimentos prévios e aqueles
requisitados para o trabalho.

O estagio de decisdo ¢ a fase na qual o individuo “se engaja em atividades que levam a escolha
para adotar ou rejeitar uma inovagdo. O autor pondera que a etapa de decisdo ndo ocorre
somente no final do processo de inovagdo-decisdo, mas de forma continua, pois, a cada
momento, a ado¢do da inovagdo ¢ questionada por alguma situagdo ou acontecimento.

O estagio de implementacdo “envolve uma evidente mudanca de comportamento de como a
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nova ideia ¢ realmente colocada em pratica” (Rogers, 2003, p. 174, traducdo nossa) e estd
relacionada diretamente ao fato de colocar a inovagdo em uso.

No estagio de confirmacao, de acordo com Rogers (2003), o individuo busca reforcos para a sua
tomada de decisdo sobre a inovagdo e pode reverter a decisdo se esta for exposta a mensagens
conflituosas. Dependendo do suporte para a adogdo da inovagdo e da atitude anterior, a adocao
individual ou a interrup¢ao acontecem durante essa fase.

Os integrantes se apresentaram e comentaram as razdes de terem decidido pelo minicurso e
relataram sobre nunca terem ouvido falar sobre o GeoGebra Discovery tinham interesse e
conhecimentos prévios acerca da ferramenta GeoGebra como uma ferramenta digital importante
para a pratica docente no ensino de Matematica.

Em virtude do tempo foram desenvolvidas quatro atividades, duas com a utilizacdo da
ferramenta Relation, e duas com o comando Discover. Nesse texto sdo apresentadas duas delas.
A primeira tarefa explorada solicitava que se construisse um tridngulo qualquer e as medianas
dos respectivos lados. Também questionava o que se poderia afirmar sobre as propriedades
entre os vértices do tridngulo, o ponto de intersec¢do das medianas (ponto G) e o ponto médio
dos lados.

Um dos participantes afirmou que a relacdo de um segmento para outro era dois tercos e, desse
modo, demandava verificar que informagdes do GeoGebra Discovery permitiram comprovar tal
afirmagao.

Os participantes, apds acesso online ao GeoGebra Discovery conversavam entre si,
conjecturando e discutindo como a ferramenta iria fornecer tal informagdo e, ansiosos para sua
utilizagdo, deram inicio a constru¢do semelhante a Figura 2

Figura 2 — Screenshot da constru¢cdo exemplo no GeoGebra Discovery
B

E

Fonte: Elaborado pelos autores (2023).

Foram instruidos a digitar o comando Relation(i,j) na linha de Entrada e o GeoGebra Discovery
fornece uma janela de informagdes e um botdo adicional, chamado de “More...” que ao clica-lo
¢ acionado o sistema ART que interpreta o objeto geométrico selecionado enviando uma
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mensagem de verificagdo numérica (Figura 3) afirmando ou negando a existéncia de relagdes
entre os objetos escolhidos.

Figura 3 — Screenshot com o detalhe para botdo More... no GeoGebra Discovery

Relation

B

iand j are parallel
(checked numerically)

i does not have the same length as | More

(checked numerically)

More...

E
Fonte: Elaborado pelos autores (2023).

Os participantes, ao percebem a importancia da ferramenta Relation, indicam um envolvimento
com a inovag¢ao e recorrem aos seus conhecimentos prévios, caracterizando a fase da persuasao,
descrita pela busca de informacdes e pelo desenvolvimento de uma atitude, seja ela positiva ou
nao, sobre a referida inovagao.

Apos clicar o botdo “More...”, tiveram acesso a uma nova janela, que apresentava as seguintes
informagdes, conforme a Figura 4: “é geralmente verdadeiro que i e j sdo paralelos, sob a
condi¢do: os pontos A e B ndo sejam iguais”. Além disso, apresenta que “¢é geralmente
verdadeiro que i = 2.j, sob a condi¢do: a construcdo ndo ¢ degenerada”. A construcdo seria

degenerada, por exemplo, se A e B fossem iguais, pois ndo existiria a constru¢ao do triangulo.

Figura 4 — Screenshot dos resultados obtidos do exemplo do tridngulo no GeoGebra Discovery

Relation

It is generally true that:
« iandjare parallel
B under the condition:
« Aand B are not equal
It is generally true that:
e =2~ J
under the condition:
« the construction is not degenerate

E
Fonte: Elaborado pelos autores (2023).

Na visdo do modelo de Rogers (2003) verifica-se que os participantes se encontram no estagio
da decisdo, pelo fato de estarem se engajando e pensando em como eles poderiam utilizar o
GeoGebra Discovery em sala de aula.

Outra atividade envolveu a utilizagdo do comando Discover.
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Foi solicitado aos participantes que construissem um quadrilatero qualquer ABCD e os pontos
médios PQRS dos respectivos lados, como na Figura 5 e foi colocada a questio se reconheciam

a figura formada pelos pontos PQRS: O que se pode afirmar sobre o quadrildatero PQRS?

Figura 5 — Screenshot do exemplo do quadrilatero
A

S

Fonte: Elaborado pelos autores (2023).

Foi dada a instrucdo para que digitassem no Campo de Entrada do GeoGebra Discovery:

Discover(P) ou utilizar o comando Discover “** no Menu. Apos alguns segundos da digitagdo, o

software abre uma janela e retorna com algumas construcdes e informagdes, como na Figura 6.

Figura 6 — Screenshot dos resultados obtidos do exemplo do quadrilatero no GeoGebra
Discovery

" Discovered theorems on point P

~ Sets of parallel and perpendicular lines:
« ACIPSIQR
« BD|IPQIRS
¢ . Congruent segments:
—D . L « AP=DP
~ . PQ=RS
« PS=QR

Fonte: Elaborado pelos autores (2023).

Os participantes ao lerem as informagdes disponibilizadas na janela aberta identificaram, por
meio das propriedades disponibilizadas, a figura formada. Responderam que era um
paralelogramo e, assim, foi colocada a questdo: quais informagoes na janela aberta permitem
reconhecer a figura PQRS construida como um paralelogramo?

Esse questionamento ¢ de suma importancia para se pensar em como abordar as possibilidades
de utilizacdo dessa ferramenta digital como um recurso didatico para exploragdo de

propriedades da Geometria Plana. Os participantes responderam as informagdes identificando
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na janela o paralelismo entre os segmentos PQ ¢ RS; PS e QR, ¢ a congruéncia dos segmentos
PS e QR; PQ e RS garantindo que o quadrilatero era, de fato, um paralelogramo.

No contexto da matematica sem o uso de tecnologias, Morselli (2006, p.185) salienta que a
atividade de conjecturar e provar engloba fases especificas. Com o uso de tecnologias
perguntamos: Como podemos relacionar tais fases, consideradas pela autora, com as agoes
realizadas com o GeoGebra Discovery?

Poder relacionar as fases indicadas pela autora e as acdes realizadas na atividade acima como
segue:

l.explorar o problema, a fim de descobrir uma propriedade (construir um quadrilatero
ABCD e os pontos médios PORS dos respectivos lados)

2.formular e comunicar a conjectura (conjecturar sobre a figura formada pelos pontos
PQORS)

3.explorar a conjectura e descobrir argumentos teoricos que a validem (Utilizar o comando
Discover e obter as informagoes. paralelismo entre os segmentos (PQ) e (RS); (PS) e (OR); a
congruéncia dos segmentos (PS) e (OR); (PQ) e (RS))

4.construir uma prova, que deve ser aceitivel pela comunidade de matematicos
(reconhecer nas informagoes da janela do GeoGebra Discovery a prova da propriedade)

Sem a utilizagdo do GeoGebra Discovery a prova seria semelhante a:

Hipoétese: No quadrilatero do ABCD sejam P, Q, R e S os pontos médios dos lados

Demonstraciao: Em qualquer triangulo, se Q é o ponto médio de AB e P, o ponto médio de AD,

A
entdo AABD ~ AAPQ. Assim, como jzz = ; = AZ, AAPQ ~ A4BD e, portanto, PQ || DB e

BD
—.

PQ =
Do mesmo modo, RS || BD e RS === Assim, PQ || RS e PQ = RS.

Tese: Portanto, o PORS é um paralelogramo.

Os participantes entenderam que o GeoGebra Discovery, por meio do comando Discover, busca
propriedades a partir do ponto escolhido (Kovacs; Recio; Vélez, 2022), cabendo ao usuario
interpretar o conjunto de informagdes na caixa apresentada para comprovar a propriedade a ser
verificada.

Ao fim do minicurso os participantes ja estavam mais confortaveis com o software e afirmaram
que tinham interesse em aplicd-lo com atividades em classe. Assim, de acordo com o modelo de
Rogers (2003), verifica-se o inicio do estdgio de implementagdo, o qual se caracteriza pela

mudanga de postura do individuo que estd envolvido com a inovagao.
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Sobre a Formaciao Continuada

O curso de formagdo de professores, sobre GeoGebra Discovery no contexto da Educacao
Matematica, foi oferecido, durante 2 meses, a docentes das redes publica e privada de Ensino
Basico e Superior.

Houve a participagdo efetiva de 5 professores com 10 encontros com duragdo de uma hora e
meia, as segundas-feiras, no periodo da noite, horério possivel entre os interessados.

O curso foi desenvolvido por meio de encontros sincronos, via Teams, com o compartilhamento
de tela da janela do GeoGebra Discovery no desenvolvimento de algumas atividades, para que
os participantes pudessem acompanhar e interagir com a execugao das construgdes.

Como objetivo desse estudo, tem-se a seguinte questdo de pesquisa: Como os professores de
matemdtica interagem com os recursos do GeoGebra Discovery, relacionando os
conhecimentos tecnologicos, pedagogicos e de conteudos especificos da matemdtica em um
curso de formagdo de professores?

Era incentivado que os participantes explorassem o GeoGebra Discovery durante a semana,
entre um encontro sincrono e outro, além de realizarem as tarefas que eram propostas.

Para analisar os dados coletados recorreu-se a teoria TPACK (sigla em inglés para
Technological Pedagogical Content Knowledge), proposta por Mishra e Koehler (2006). Esse
aporte tedrico permite identificar quais conhecimentos pedagogico, tecnoldgico e do conteudo
os participantes utilizaram ao longo do curso de formagdo ou que ainda ndo conseguiram
desenvolver e quais dificuldades envolvidas com a utilizacdo do software.

O modelo TPACK de Mishra e Koehler (2006) tem o proposito de estudar a combinacao das
tecnologias com os conhecimentos das praticas pedagdgicas e os conteudos especificos a serem
ensinados. Permite compreender e descrever os diferentes tipos de conhecimentos essenciais
para um professor alcancar uma pratica pedagdgica efetiva em um ambiente de aprendizagem e
que utilize tecnologia. Conforme os autores defendem em seu trabalho as tecnologias passam
por constantes mudangas, tal caracteristica ¢ inerente ao conhecimento tecnologico, dessa
forma, exige do professor uma continua atualizagao.

A teoria TPACK reconhece que o uso efetivo da tecnologia na educagdo nao se trata apenas de
saber como usar ferramentas tecnoldgicas, mas em entender como incorporar tais ferramentas
de forma significativa no ensino, considerando o conteudo a ser ensinado e as estratégias

pedagogicas mais adequadas.
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Figura 7: A estrutura da teoria TPACK e seus componentes de conhecimento

Technological
Pedagogical Content
Knowledge
(TPACK)

Technological
Knowledge
(TK)

Pedagogical
Knowledge
(PK)

Technological
Pedagogical
Knowledge

Technological
Content
Knowledge

Content
Knowledge
(CK)

Pedagogical
Content
Knowledge

Contexts

Fonte: Koehler e Mishra, 2009, p. 63.

Uma das primeiras atividades desenvolvida trazia a seguinte propriedade da Geometria Plana:
“0 segmento que une os pontos médios dos lados de um triangulo é paralelo a respectiva base e
igual a sua metade". Foi compartilhada, no Teams, a tela do GeoGebra Discovery com a
constru¢dao de tridngulo ABC e, com a ferramenta Ponto Médio, foi determinado os pontos
médios E e D dos lados b e c, respectivamente. Na sequéncia, criou-se o segmento f que unia
os pontos médios.

Na Barra de Entrada foi digitado o comando Relation (<object>, <object>), sinalizando que os
objetos seriam os segmentos a e f, respectivamente, ¢ acessada a tecla Enter. O software
retornou com uma janela de informagdes e duas teclas com a palavra More. Ao clicar nos
botdes o sistema mostra as seguintes informacgdes: “é geralmente verdadeiro que a e f sdo
paralelos, sob a condi¢do que A e B ndo sdo iguais”. Além disso, “é geralmente verdadeiro
que a = 2. f, sob a condig¢do que a construgdo é ndo degenerada”, como se pode observar na

Figura 8.
Nota-se que f = %.a, 0 que o conjunto de ART também poderia verificar colocando na Barra

de Entrada o comando Relation com a ordem invertida dos segmentos, este ponto foi ressaltado
com os professores, pois eventualmente essa situagdo poderia ocorrer em um ambiente de sala

de aula.
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Figura 8: Comando Relation na verificacdo da propriedade da base média de tridngulo

(R]. A D> OO 4L N =2 ScC Q =
10) — =Y &
A = (-4.18, 3.58) : Relation
© B= (-7.2, -2.02) ’ A Itis generally true that
: « aand fare parallel
© C= (_0‘16' _3'6) un-der/\“:]go;:?::ol equal
$ Itis generally true that
tl = Polygon(A,B,C . az2-f
(@) ( ) underathe condition
- 221 D « the construction is not degenerate
: N
® °° Segment(B, C,t1)’ E =]
- 7.22
b=5 C A L) =
= t 3 ot
® egment( )
- 823 a c Q

Fonte: Dados da pesquisa (2023).
Embora os participantes conhecessem a propriedade pesquisada, entenderam que as mensagens
da janela provava a propriedade pesquisada. Foi desenvolvida a mesma constru¢do no
GeoGebra 5 utilizando o comando Relation com os mesmos segmentos € 0s participantes
puderam observar os aprimoramentos que esse comando possuia no GeoGebra Discovery, pois
a informacdo que a base média do tridngulo ¢ metade do respectivo lado ndo era
disponibilizada, como ilustrada na Figura 9.

Figura 9: Comando Relation no GeoGebra 5 na verificacdo da propriedade da base média de
triangulo

€ GeoGebra Classic 5
File Edit View Options Tools Window Help

NI P S IO N S AN

» Algebra * » Graphics

A =(0.54, 3.88) :
B=(-2.12 -0.7. =
C =(6.74. -3.1)

b=9.34

a=9.17 It is generally true that:

c=5.31
t1=23.54

D =(-0.79, 1.58
E = (3.64, 0.39) «A and B are not equal
f=459

«f and a are parallel

under the condition:

f does not have the same length as a
(checked numerically)

< > OK
Input:

Fonte: Dados da pesquisa (2023).
A caixa de informacdes aberta, ao acionar a ferramenta Relation no GeoGebra 5, trouxe apenas
que “‘é geralmente verdadeiro que f e a sdao paralelos, sob a condi¢do que A e B ndo sdo

iguais”, além disso, “f ndo possui o mesmo comprimento que a (checado numericamente)”.
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Continuando com a mesma atividade foi utilizado o comando LocusEquation considerando o
ponto médio E e outro ponto qualquer no lado oposto (Figura 10). Foi conjecturado: Onde deve
estar esse ponto para que propriedade seja valida?

Figura 10: Conjectura da localiza¢do do ponto

R A > 004N = e SscqQ=
-~ 636 =y =
D = Midpoint(c) A
- (-5.60, 0.78) /\
E — Midpoint(b)
- (-2.17,-0.01) / \
o f = Segment(D, E) 5 o,./-—-“g"’ﬂ"\*\E
- 3.61 ) / ’ \\
o FePom@ E ./\ﬂ
- (636,-047) ~ i .
® g = Segment(E,F) Q
~ 422 u

Fonte: Dados da pesquisa (2023).

Com o comando LocusEquation(g||a, F) o GeoGebra Discovey determina um ponto exibindo-o

(Figura 11).
Figura 11: Utilizando o comando LocuEquation
R4~ 2+ bro004£N=4% ScQ
Y e -
b = Segment(C,A,tl)
-~ 7.94
c — Segment(A,B.t1) 9
-5.14
D = Point(c) L :
- (-4.54. -1.38) — ME b
E = Midpoint(A.C) "
- (-0.27. -1.6)
f = Segment(D, E)
- 427

Tl

B
“"-»_

eql : LocusEquation(f || aE, "
- 2000x* + 15720x + 20('

Fonte: Dados da pesquisa (2023).
Com o comando Intersect(eql,c) ¢ obtido o ponto que coincide com o ponto médio F na Figura

12.
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Figura 12: Utilizando o comando Intersec¢ao da equagdo eq/ com o lado ¢ do triangulo

Rl

A > 00 LN = e Y

£ = WIQpoINTiA, )

-~ (-0.27. -1.6) A

f—s t(D.E 5
o egment(D, E} /

- 4.31 /

eql : LocusEquation(f | a,

2000x2  1%720x | 201 P

0

F — Intersectieql.c) ' TG
(-3.63. -0 48)
g — Sezment(F. E)

- 383 B

T— N,

A

Fonte: Dados da pesquisa (2023).

Para finalizar e utilizando o comando Relation(g,a) é obtido a propriedade na janela do

GeoGebra Discovery (Figura 13).

Figura 13: Validade da propriedade.
A

Relation

g and a are parallel
(checked numerically)

g does not have the same length as a
(chlxcked numerically)

E,»\

Fonte: Dados da pesquisa (2023).

More

More

Em outra atividade, foi compartilhada novamente, no Teams, a tela do GeoGebra Discovery e
solicitado para que um dos professores conduzisse a atividade, indicando quais passos foram
executados para verificar a seguinte propriedade da Geometria Plana: “4 medida da mediana
relativa ao vértice oposto da hipotenusa de um triangulo retangulo, é igual a metade da medida
da hipotenusa”. Essa propriedade foi indicada pelo proprio participante como uma das tarefas

solicitadas no encontro anterior.
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O participante indicou as seguintes instru¢des para construir o tridngulo retdngulo: “[Construir]
uma reta passando por dois pontos A e B; um ponto fora da reta [ponto C]; [construir] a reta
AC; [construir] a reta perpendicular a reta AC, passando por C e, por fim, marcar a
intersecgdo da primeira e da terceira [retas]”.

O ponto de interseccdo entre as retas mencionadas originaram o ponto D. Na sequéncia utilizou
a ferramenta Poligono, disponivel no Menu, para construir o triangulo ACD que ¢é retdngulo em
C e ocultou alguns objetos (as retas, os rétulos dos lados AC e CD e o ponto B), a fim de deixar
a constru¢do mais organizada, conforme a Figura 14.

Figura 14: Triangulo retangulo construido por P1

DS CIFIPANEIE:
P - IR N
~ (1.54,-0.28) - S
t1 = Polygon(A, U, / A
/ A
. 20.46 p :
a= Segment(D‘LE,' / .
/ \
~ 6.2 / B J;.D
¢ = Segment(A, D)1 A '/:/ - RS
e N

Fonte: Dados da pesquisa.
Na sequéncia, o participante utilizou a ferramenta Ponto Médio na hipotenusa AD, originando o
ponto F e, posteriormente, construiu o segmento CF, que ¢ a mediana relativa a hipotenusa,
como ilustrada na Figura 15.

Figura 15: Construcdo da mediana relativa ao vértice oposto a hipotenusa

DR ECIRANEE
=] A& @ 3 A
- 0.2

c = Segment(A, D, 1

- 9.05

d = Segmem((,»\il )

~ 6.6 ; \D
F = Midpoint(c) E A IR
- (6.04, 0.24)

i = Segment(C, F)E

Fonte: Dados da pesquisa.
Apoés a construgdo do segmento i, o participante conjecturou “i é igual a metade de c”, e
ressaltou que essa informagao seria verificada pelo software. Na Barra de Entrada do GeoGebra
Discovery digitou o comando Relation (<object>, <object>) e, em prosseguimento, indicou
que os objetos seriam os segmentos i € ¢, respectivamente, e tecla Enter.
Depois de digitar o comando Relation (i, c) e teclar Enter o sistema do GeoGebra Discovery

aciona automaticamente um subsistema interno, as ART, que fornece como reposta uma janela
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com a seguinte informagdo “i ndo possui 0 mesmo comprimento que ¢ (verificado
numericamente)”, € ao lado um botdo com More..., como pode-se observar na Figura 16.
Figura 16: Resposta do GeoGebra Discovery em relacdo ao comando Relation

DR NGCIFIPINEE =

- N Relation

- 62 1 does not have the same length as ¢

(checked numerically) More.

c = Segment(A, D, t1)

- 9.05 N
d = Segment(C, A,tl) .

- 6.6

F = Midpoint(c) : c

l

(6.04, 0.24)

Fonte: Dados da pesquisa.
Foi realizada a leitura das informagdes da tela apresentada e, na sequéncia, o participante clicou

em More..., ¢ 0 GeoGebra Discovery apresentou novas informagdes, Figura 17: “é geralmente
: . 1 s ~
verdadeiro que i = (5) .c, sob a condi¢do que a construgdo é ndo degenerada” provando dessa

forma, por meio do software a propriedade demandada. Cabe salientar que os demais
participantes assentiam com a cabeca em conformidade e entendimento em relagdo ao
desenvolvimento da atividade proposta.

Figura 17: Resposta do GeoGebra Discovery apds clicar no botdo More ...

DEEENEEPANEE -

23K - I PN Relation

- 6.2

¢ = Segment(A, D, t1)

- 9.05 =5 /

d = Segment(C, A, t1) : /

- 6.6

F = Midpoint(c) E T c
. (6.04, 0.24)

Fonte: Dados da pesquisa.
Com base no modelo TPACK de Mishra e Koehler (2006), observa-se que o docente conseguiu
mobilizar os conhecimentos tecnoldgicos, relacionados ao software GeoGebra. Nota-se que
existe pertinéncia no teorema escolhido pois estd relacionado a Geometria Plana e,
consequentemente, possuia conhecimento matematico, que segundo os autores Mishra e
Koehler (2006), refere-se ao saber ligado aos conteudos especificos da area.
Algumas diferentes propostas foram feitas pelos professores para explorar o GeoGebra

Discovery como segue na Figura 18:
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Figura 18: Propostas de propriedades para serem exploradas no GeoGebra Discovery

erikomyamamoto (Convidado) 23/03 16:30
A minha proposta é: "A medida de um &ngulo inscrito em uma circunferéncia é metade da medida do &ngulo central
correspondente.”

Francisco Ricardo Moreira Sampaio (Convidado) 24/03 23:04

5 A minha construcdo é a seguinte: "A medida da mediana relativa ao vértice oposto a hipotenusa de um tridangulo retdngulo, é igual a
metade da medida da hipotenusa."
€ GUSTAVO GOMES MORENO SENHORA 25/03 12:43
A minha construgdo é: " a interseccdo das bissetrizes de um triangulo é chamada de incentro e é o centro de uma circunferéncia
inscrita neste triangulo.”
vera.laazevedo (Convidado) 27/03 10:24

A minha proposta de construcéo seré o Baricentro de um tridngulo., que é o ponto de interseccdo das medianas do triangulo.

@ Celina Aparecida Pereira Abar 27/03 15:50
Zo veralaazevedo (Convidado) Vera, e qual a propriedade quer demonstrar?

vera.laazevedo (Convidado) 27/03 20:51
Que G ( baricentro )do tridangulo ABC e AM mediana apresentam a relacdo AG=2/3AM

greicelacerda (Convidado) 03/04 19:09
Pensando nas turmas de 9° ano do Ensino Fundamental ou 1° ano do Ensino Médio, a proposta seria como demonstrar o Teorema de
Pitdgoras no Geogebra, para esse nivel de ensino.

Entre as propostas saliento a de uma professora: "4 medida de um dngulo inscrito em uma
circunferéncia é metade da medida do dangulo central correspondente”, porém como se trata de
uma versdo experimental do GeoGebra e estd passando por atualizacdes, ele necessita de
aprimoramentos em relagcdo a descoberta e verificagdo de conjecturas que envolvam medidas de
angulos.

Como abordado em Kovics e Yu (2020, pl8). Em um cenario de geometria algébrica
complexa, o estudo de dngulos ndo é tao simples quanto investigar outros objetos. Para uma
versdo futura, no entanto, esse recurso seria uma melhoria importante.

Na versdao do GeoGebra Discovery para download (setembro de 2023), na proposta dessa
atividade a ferramenta Relagcdo, apresenta a primeira Janela de Respostas, contendo o
botdo Mais... Apds clicar no botdo, o software para de responder, ou seja, fica rodando como se
estivesse procurando respostas, mas ndo as apresenta. A ferramenta Relagdo, ainda, ndo estd

funcionando perfeitamente quando se faz uso de medidas de angulos (Figura 19).
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Figura 19: Resposta para a atividade sobre angulos utilizando Relagdo
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® i=356
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Mais...
(verificado numericamente)

Fonte: Dados da pesquisa (2023).
A ferramenta Discover apresenta, na Janela de Resposta, segmentos congruentes e constroi um
segmento j como se observa na Figura 20.

Figura 20: Resposta para a atividade sobre angulos utilizando Discover
rquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

2|4 B 12 [0l 3 NI B 2

Mover Janela de Visualizacao X
ATaste ou Selecione Objeio - | [£) Discovered theorems on point 8 - o x

& B=(3.12,-1.99) -
® c:(x-1127+(y-0.72)

® C=(-223,1.03)

® D=(3.023.49)

® f=58 «AB=AC = AD
® g=6.13

® h=336

® =336

® a=108.95°

® g=5447°

® =336

Congruent segments:

OK

Fonte: Dados da pesquisa (2023).

O GeoGebra Discovery constrdi o segmento j, na cor preta, alterada a cor para vermelha para
evidenciar. Quando acionado Mais... tem-se na janela de respostas: AB = AC = AD

Os participantes do curso de formagdo, ao terem um primeiro contato com o GeoGebra
Discovery, observaram que o fato do layout ser semelhante ao do GeoGebra classico facilitou o
desenvolvimento das atividades. Afirmaram sobre o potencial do comando Discover e sobre
uma nova maneira de se utilizar o GeoGebra, podendo recorrer a uma exploracdo de
propriedades e teoremas da Geometria Plana.

Salientaram que ao digitar o comando Discover e escolher um ponto, o sistema de ART
acionado pelo software retorna com uma janela aberta contemplando uma variedade de
informagdes e constru¢des que ndo estavam explicitas anteriormente. Tais informag¢des podem

ser trabalhadas para constatar uma determinada conjectura.
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Conclusoes

Destacamos a importancia de promover o ensino de objetos geométricos por meio de estudo de
propriedades e ndo somente utiliza-las e aplica-las para fins de resolver situagdes problema.

E claro que a resolugio de situagdes ¢ importante e deve ser explorada, mas evidenciamos que,
se o docente ou discente tiver a oportunidade de entender a esséncia de uma propriedade e se
puder verificd-la de forma pratica, rapida e visual, ele podera criar suas proprias conjecturas e
avangar para o estado de generalizagdes que podera auxilid-lo na resolucdo de outra situacdo-
problema acerca do contetido estudado.

A metodologia de trabalho do professor € crucial no uso de recursos desta natureza como Jana
Trgalova’” et al. (2023) salientam:

E importante observar que a qualidade dos recursos por si s6 ndo implica diretamente
na qualidade do ensino e aprendizado de matematica na sala de aula ou virtualmente.
Embora os recursos sejam importantes, uma suposi¢do subjacente é que os efeitos dos
recursos estdo relacionados a sua disponibilidade e uso no sistema educacional e na
sala de aula (Cohen et al. 2003). Isso desloca o foco dos recursos para como eles sdo
utilizados e qual é o efeito na mudancga do ensino e aprendizado de matematica.
Consideramos que o ensino por meio da exploracdo e a criacdo de conjecturas para posterior

verificagdo, possibilitadas pelo GeoGebra Discovery, permitem ao professor e ao estudante

atuarem, interagirem e construirem suas proprias aprendizagens.
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Resumen

En el afio 2018 se creo el Instituto Ecuatoriano de GeoGeebra, mismo que se ha caracterizado
por su accionar colaborativo con los docentes ecuatorianos y con instituciones como el
Ministerio de Educacion de Ecuador y la Organizacion de Estados Iberoamericanos para la
Educacion, la Ciencia y la Cultura OEL

Se han desarrollado varias capacitaciones, una edicion del Dia Iberoamericano de GeoGebra,
5 ediciones de las Jornadas Ecuatorianas de GeoGebra, 3 certamenes “Elaboracion de
Material Didactico con GeoGebra a mas de varias publicaciones y presentacion de ponencias y
conferencias a nivel de Ecuador y también de otros paises.

En tal sentido, y a fin de tener claro el accionar del Instituto en el futuro se propuso desarrollar
una investigacion sobre el nivel de acogida que GeoGebra tiene en el profesorado de Ecuador,
el proyecto se presento en la UNAE y merecio aceptacion.

Aqui se presenta una narrativa del mismo y los resultados significativos, especialmente lo que
tiene que ver con las aspiraciones de los profesores de Ecuador en cuanto a incorporar o
profundizar el uso de GeoGebra en su desemperio.

Ademas, se fundamenta las lineas de accion que deben desarrollarse desde las distintas
instituciones participantes para cumplir esas aspiraciones.

Desarollo
Este trabajo es una narrativa sobre el proyecto de investigacion que tiene igual nombre y que ha
sido desarrollado en la Universidad Nacional de Educacion — UNAE, entre enero del 2020 y

julio del 2023.

Proyecto en el que han participado los investigadores de la Universidad Nacional de
Educacion de Ecuador — UNAE, del Ministerio de Educacion del Ecuador y de la Organizacion

de Estados Iberoamericanos para la Educacion, la Ciencia y la Cultura:
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Introduccion

La matematica como un curso o disciplina basada en la ciencia se conoce como la reina de
todas las ciencias. Durante mucho tiempo, el papel de las matematicas se redujo al dominio
puramente académico. Pero en la actualidad, el papel de las matematicas no se limita al dominio
puramente académico, esta ha entrado en el campo de la tecnologia y la industria. Aunque, a
veces, el profesor de matematicas no tiene suficiente conocimiento, de esta ciencia, por lo que
es necesario leer conceptos que contradicen lo que dice o implica la teoria de las matematicas.
Sin embargo, las matematicas son un tema tnico, que fomenta la adquisicion de habilidades y
conocimientos cientificos especializados, lo que explica los fendmenos naturales de la vida en
la sociedad. Es algo que crece en la civilizacion a medida que aumenta la demanda de cantidad
de personas. Se origind de un problema practico, y los hombres necesitaban resolver estos
problemas. Ha contribuido al desarrollo de la civilizacion, de la cultura y otras disciplinas. A
pesar de su naturaleza abstracta de las matematicas, su ensefianza es el pensamiento cientifico

entre los estudiantes.

Esta investigacion enfocamos en la dimension de uso de las tecnologias de informacion
y comunicacion especificamente, en el impacto que estd alcanzando del software de GeoGebra
en la ensefanza de la matematica en el Ecuador a través de los cursos que desarrolla en forma
conjunta el Instituto Ecuatoriano de GeoGebra (IEG), la Universidad Nacional de Educacion
(UNAE), la Organizacion de Estados Iberoamericanos (OEI) y el Ministerio de Educacion
(MinEdu) para profesores de las ciudades Ambato, Azogues, Guayaquil, Ibarra, Lago Agrio,
Loja, Machala, Manta, Quevedo, Quinindé y Tena. El estudio se realizara con profesores que
participaron o participaran del curso “GeoGebra como recurso didactico para la ensefianza de
las matematicas en la Educacion Basica” en su forma bimodal: la primera parte virtual y la
segunda parte en forma virtual utilizando la plataforma de la Universidad Nacional de
Educacion. Incluso, la investigacion puede extenderse a todos los profesores de matematicas de
los diferentes niveles a través de un cuestionario en linea para determinar el porcentaje de

profesores que utilizan GeoGebra en el Pais.
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Justificacion

Al utilizar GeoGebra como una herramienta para el aprendizaje de las matematicas, los
profesores pueden maximizar el impacto de las TIC en la educacion matematica (BECTA,
2003). Con ello, se les ensefa a trabajar en grupos de colaboracion o aplicar el proceso de
resolucion de problemas, comprenden el concepto y el proceso cuando aprenden con GeoGebra.
Los estudiantes desarrollan el pensamiento de orden superior que consiste en la transformacion
de la informacion y el concepto. Esta transformacion ocurre cuando los estudiantes combinan
ideas de informacion, sintetizan generan interpretan, estiman, conjetura, o llegan a una
conclusion o interpretacion de una forma visual, dinamica y creativa. GeoGebra se convierte
mas poderosa cuando se utiliza como herramienta para la resolucion de problemas, el desarrollo

conceptual y pensamiento critico en matematicas.

La Educacion permite a las personas adaptarse a los cambios en sociedades mas
complejas. En ese contexto, las matematicas proporcionan una restauracion simple del
razonamiento légico y el conocimiento. Esta capacidad de proporcionar y adquirir una
educacion es una de las caracteristicas que diferencian a los seres humanos de los otros seres
vivos. Utilizando GeoGebra como herramienta, los estudiantes dedican tiempo productivo a
desarrollar estrategias para resolver problemas complejos y a desarrollar una comprension
profunda de diversos temas matematicos. Porque para un conocimiento avanzado, las personas
mejoran continuamente sus herramientas y estrategias de enseflanza y aprendizaje. En esa
perspectiva, GeoGebra es una herramienta que brinda nuevas oportunidades para la ensenanza y
aprendizaje como un medio de innovacion en educacion matematica que ayuda a responder a
los requerimientos del aprendizaje del siglo XXI. Cuando los estudiantes utilizan GeoGebra
como herramienta puede ayudar a resolver problemas, a comprender lo que sucede, a

desarrollar sus habilidades en el uso y aplicacion de las matematicas.

Por otro lado, desde su creacion GeoGebra despertado el interés de matematicos,
profesores de matematica, investigadores como parte de la integracion de las TIC en la
3educacion (Pari, 2019). Es decir, GeoGebra apoya la nocion de integracion de la tecnologia en
la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en las escuelas por su potencial de promover la
participacion activa de los estudiantes en el aprendizaje de las matematicas. El aprendizaje
activo podria proporcionar a los estudiantes experiencias de aprendizaje significativas y
oportunidades para producir trabajos de calidad, creativos e innovadores. Porque el software
dindamico tiene la capacidad de apoyar los enfoques logicos y sistematicos de los estudiantes
para resolver problemas de geometria y también desencadena multiples formas de interacciones
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y colaboraciones en las aulas de matematicas. La estimulacion del pensamiento creativo e
innovador de los estudiantes proporciona evidencia del apoyo potencial del software dindmico

para realizar el aprendizaje del siglo XXI dentro de la Educacion Matematica.

Sin embargo, coincidimos con la pregunta jPor qué se lanzan modviles mejores cada
pocos meses y coches mejores todos los afos, pero no somos capaces de decir que hemos
mejorado el sistema educativo incluso a lo largo de varias décadas? (EL PAIS, 17/05/2012).
Creo que existe una respuesta simple a la pregunta: Tenemos expertos que entienden la
electronica por detrds de la pantalla del moévil y su disefio; de hecho, todo un ejército de
investigadores y tecndlogos para crear modulos inalambricos mas eficientes jque sean un 10%
mas péquenos o livianos que los actuales! Si hiciéramos lo mismo en el campo de la educacion,
tendriamos en todos los paises, muchas entidades investigando sobre como aprender los nifios
las matematicas, como se entiende los conceptos cientificos, que impacto tiene el tamafio de la
clase en el aprendizaje, en que puntos se equivocan los niflos cuando aprenden a resolver las
ecuaciones lineales. Pero no lo hacemos. Por eso tenemos teléfonos moviles mejores cada

pocos meses, mientras que la educacion sigue languideciendo, década tras década.

La verdad es que probablemente nadie en el mundo hoy sepa como solucionar nuestro
problema educativo. Admitir esto es muy importante, pero no podemos caer en el pesimismo.
Lo cierto es, que el enfoque convencional de tiza, exposicion, uso texto escolar que implica la
memorizacion de formulas y transferir estrategias aritméticas de la pizarra a los guiones de
respuesta, se toma como un enfoque antiguo y es menos relevantes para estudiantes del siglo
XXI (Saavedra & Opfer, 2012). Por ejemplo, la National Education Asociation (2010) y
Partnership for 21st Century Skills (2011) establecen cuatro habilidades especificas mas
importantes del aprendizaje para el siglo XXI: el pensamiento critico, la comunicacion, la
colaboracion, la creatividad y la innovacion. Para enfrentar problemas de aprendizaje global
como TIMSS y PISA, cada estudiante debe tener la capacidad de aplicar sus conocimientos al

resolver problemas y sentirse confiado para enfrentar problemas no rutinarios.

Por esta razoén la investigacion propuesta en pertinente y necesario para determinar el
impacto que esta teniendo el uso de GeoGebra como recurso didactico para la ensefianza de las
matematicas, las bondades y las dificultades que enfrentan los profesores para su integracion, el
apoyo de los directivos y los expertos en GeoGebra y contenidos del curso. También se explora

las opiniones de los maestros y estudiantes con respecto a la implementacion de lecciones
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tradicionales, asi como las lecciones que habian incorporado el uso del software de geometria

dinamica GeoGebra.

Ademas, los resultados del estudio podrian beneficiar al Ministerio de Educacion de
Ecuador y otras organizaciones, preocupados e interesado en la educacion, asi como disenar
talleres de enseflanza y aprendizaje para el avance de las competencias y habilidades
profesionales de los maestros de matematicas y con ello ofrecer actividades de ensefianza y

aprendizaje de matematicas en las aulas de matematicas.

Proyecto de Investigacion

El proposito de este estudio fue explorar el impacto de la aplicacion software de geometria
dindmica GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas en profesores que
participaron del curso de formacion continua GeoGebra como recurso didactico para la
ensenanza de las matematicas de Educacion Basica. GeoGebra es un software matematico 1til
tanto para profesores como para estudiantes que tiene curiosamente cuatro pantallas, a saber,

algebra, grafico 2D, grafico 3D y estadistica, simultdineamente en una pantalla.

La metodologia de la investigacion serd descriptiva cualitativa que involucra la
observacion, el cuestionario en linea, narracion y las tareas de ejecucion en el aula virtual. Los
sujetos de este estudio son profesores que participaron del curso GeoGebra en el afio 2018 en
las ciudades de Quininde y Lago Agrio, 2019 en Ambato, Cuenca, Azogues, Lago Agrio,
Manta, Machala y los proyectados para el 2020 en Loja, Ibarra, Tena, Quevedo y Guayaquil.

Los datos cualitativos recopilados a través de entrevistas, observaciones de ensefianza,
grabaciones de videos de clases de aplicacion de GeoGebra y seran analizados tematicamente.
Los resultados esperados son brindar a los docentes una capacitacion en el uso didactico de
GeoGebra para maximizar el impacto de GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Ademas, los resultados serviran de utilidad para el Ministerio de Educacion y
otras instituciones interesadas en datos e informaciones obtenidas de forma sistematica y
cientifica. Incluso, se podria ampliar el cuestionario en linea para todos los profesores del pais,

para determinar el porcentaje de profesores que conocen y utilizan GeoGebra en el Ecuador.
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Metodologia

Para lograr el propdsito se propuso la siguiente metodologia:

Una investigacion descriptiva cualitativa, dado que es un método cientifico que implica
observar y describir el comportamiento de un sujeto sin influir sobre ¢l de ninguna manera.
Es decir, la intervencion de los investigadores solo se hard en el desarrollo de los talleres de
formacién en el uso de GeoGebra como recurso didactico para la ensefanza de las

matematicas.

El cuestionario en linea serd aplicado a mas de 800 profesores que participaron y
participaran desde el 2019 a 2021, en los cursos de GeoGebra como recurso didéctico para
la ensefianza de las matemadticas en educacion basica. El curso se desarrolla en forma

bimodal: La primera parte presencial consiste en un taller de introduccion de GeoGebra de
16 horas realizado en las diferentes ciudades de Ambato, Azogues, Guayaquil, Ibarra, Lago
Agrio, Loja, Machala, Manta, Quevedo, Quinindé y Tena. La parte virtual consiste en 9
unidades o temas que se desarrollan auténoma con el acompanamiento del tutor certificado
como facilitar de GeoGebra por el Instituto Internacional de GeoGebra (IGI por sus siglas

en inglés).

La muestra no es aleatoria, porque serd determinada por el nimero de profesores que
respondan el cuestionario en linea. Sin embargo, La novena unidad corresponde a una
experiencia en el aula con el uso de GeoGebra como recurso didactico para la ensefianza de

un tema libre y/o que corresponde al nivel de educacion donde labora el docente.

Las técnicas utilizadas para la recoleccion de datos cuantitativos y cualitativos fueron la
observacion, encuesta en linea, el envio de las tareas de ejecucion en la plataforma e
informe de su experiencia en el aula. Los datos cuantitativos recopilados se analizaran
mediante el software estadistico SPSS 26.0 para Windows. Los datos cualitativos seran

analizados con NVivo 12.

Resultados Obtenidos

Los resultados obtenidos han sido muy alentadores, pues a la vez que se verifica la aceptacion
de los docentes ecuatorianos al uso de GeoGebra, se plantea también la necesidad de desarrollar
mas programas de capacitacion para los distintos niveles. Se evidencia asi el interés que

GeoGebra genera en los docentes ecuatorianos.
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Los resultados y el andlisis de los mismos se encuentran en el libro “GeoGebra en el
Ecuador”, que se ha publicado y al que se puede acceder en el enlace:

https://oei.int/oficinas/ecuador/publicaciones/geogebra-en-el-ecuador

Ademas, entre los resultados de este proyecto de investigacion se tienen:

- Publicacién del libro “Memorias de la II Jornadas Ecuatorianas de GeoGebra”.

- Plan Estratégico para el Instituto Ecuatoriano de GeoGebra.

- Estructuracion de un taller de capacitacion a docentes.

- Construcciéon de un Curso MOOC para la ensefianza de GeoGebra.

- Elaboracion, impresion y publicacion del libro “Memorias de las IV JORNADAS
ECUATORIANAS DE GEOGEBRA”.

- Invitacion a presentar los resultados del proyecto en el CONGRESO
INTERNACIONAL DE GEOGEBRA 2023.

Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos, pueden establecerse las siguientes sintesis conclusivas:

La inclusion del software de GeoGebra en el proceso de ensehanza y aprendizaje de las
matematicas constituye uno de los cometidos a llevar a cabo por el Instituto Ecuatoriano de
GeoGebra con sede en la Universidad Nacional de Educacion, para lo cual resulta
imprescindible continuar desarrollando capacitaciones a los docentes de los diferentes

subniveles educativos.

Existe un gran reconocimiento por parte de los docentes de matematica sobre las
potencialidades y beneficios que posee el empleo del software GeoGebra en las clases de
Matematicas en general, y, en particular, en cuanto a la generaciéon de actividades
didacticas que puedan ser compartidas en espacios diversos para potenciar los ambientes de
aprendizaje que permitan: la comprension creativa y dinamica de conceptos, el desarrollo
del pensamiento critico analitico, el desarrollo del razonamiento l6gico matematico, el
desarrollo del razonamiento numérico, la realizaciéon de demostraciones dinamicas, la
verificacion de conjeturas, el desarrollo del aprendizaje significativo, el despertar del
interés y la motivacion en matematicas, el desarrollo de habilidades en el trabajo

colaborativo, y el desarrollo de actitudes positivas hacia la matematica.
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Recomendaciones

Para lograr las generalizaciones esperadas con el empleo del software GeoGebra en las clases
de Matematicas y las capacitaciones a los docentes, se recomienda la realizacion de convenios
interinstitucionales propiciando espacios de apoyo comun dentro del sistema educativo, como
parte de los cual, el Instituto Ecuatoriano de GeoGebra con sede en la UNAE podria propender
de este mecanismo para generar nuevos € innovadores aprovechamientos y su mejora continua
mediante espacios diversos, producciones cientificas oportunas, aportes economicos Yy

construccion de lazos de calidad con la comunidad educativa.
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Resumen

El programa de geometria dinamica GeoGebra es tan versatil que tiene aplicacion en multitud
de ambitos distintos del matematico, asi encontramos aplicaciones en fisica, tecnologia, dibujo
técnico, quimica, economia, etc... Pero también en campos considerados humanisticos como el
arte. Y sobre los inicios de la relacion entre el mundo de los ordenadores y el artistico es sobre
lo que vamos a hablar en estas lineas. En este trabajo hablaremos sobre qué es el arte
cibernético, centrandonos especialmente en el grupo de artistas que en la década de los
pasados aiios 60 y70 participaron en un proyecto en colaboracion con el Centro de Calculo de
la Universidad de Madrid, como Eusebio Sempere, Soledad Sevilla, José Maria Yturralde, etc...
Estudiaremos y reproduciremos algunas de sus obras utilizando el programa GeoGebra.

1. INTRODUCCION.

Las personas con poco conocimiento de GeoGebra piensan que su aplicacion son las
matematicas exclusivamente. Sin embargo, sus posibilidades abarcan un mundo mucho mas
amplio. No sdlo aspectos cientificos, por ejemplo, en la fisica de los sonidos o en la quimica de
las moléculas, en tecnologia, dibujo y no sélo técnico, economia, geografia, y multitud de
aspectos mas, como en el arte. En este ultimo aspecto, se pueden encontrar con facilidad
recursos en los que se estudian ejemplos de arquitectura, escultura y pintura. Basta revisar el
banco de recursos de que dispone GeoGebra, creado por las aportaciones de multitud de
admiradores del programa, para encontrar verdaderas maravillas en el estudio de aspectos
diversos, desde estudios arquitectonicos de construcciones o aspectos concretos de esa materia,
hasta estudio de cuadros viendo los aspectos de construccion geométrica que han llevado a ellos
o las proporciones numéricas que pueden encontrarse. Sin olvidar la reproduccion de esculturas
junto al estudio que ha llevado a su creacion.

Cuando se utiliza el ordenador para tratar aspectos artisticos se utiliza la expresion arte
cibernético para hablar de la obra conseguida. Por lo que, es l6gico que hablemos de la palabra
cibernético antes de adentrarnos en aspectos mas especificos.

La palabra Cibernética se asocia al matematico y filosofo estadounidense Norbet Wiener (1894
— 1964), quien en 1947 publico la obra “Cibernética o el control y la comunicaciéon entre el

animal y la maquina”.
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Imagen 1: Libro de Wiener, 1947

Aunque esa palabra proviene del griego kybernetikés que se podria traducir como piloto o
timonel, y que ya fue utilizada por Platon. En el siglo XIX, el fisico André-Mari¢ Ampere
también la uso en su clasificacion de las ciencias.

Se considera la cibernética como una ciencia complementaria de las comunicaciones, que se
basa en la analogia entre el comportamiento de las maquinas y el de los organismos bioldgicos.
El francés Abraham Moles (1920 — 1992), ingeniero eléctrico y actstico, uno de los padres de
la Teoria de la Informacién, definia la cibernética como: «La ciencia de los organismos
independientemente de la naturaleza fisica de los 6rganos que los constituyeny.

La RAE considera también la palabra cibernético como adjetivo, en concreto, como creado o
regulado por computadora. Y precisamente pone como ejemplo el arte cibernético.
En las lineas que siguen vamos a contar, de forma sucinta, cudl fue el comienzo del uso del
ordenador para realizar estudios y creaciones artisticas.
El pintor sevillano Manuel Barbadillo (1929 — 2003), uno de los participantes en el seminario
de formas plésticas, del que hablaremos mas adelante, y uno de sus inspiradores, en su articulo
sobre la aportacion espafiola al arte por computadora, establece tres grandes etapas en ese
proceso:
e Una etapa inicial, que se suele fijar en 1959 con la creacion del plotter, en la que son los
ingenieros y cientificos quienes comienzan a crear los primeros graficos por ordenador.
Lo que se conoce como computer graphics.
e Una segunda etapa, a partir de los afios 1967 y 68, en la que los artistas acceden a la

computadora con la ayuda y colaboracién de expertos en programacion, bien de forma
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individual o participando en grupos interdisciplinares formados por artistas y cientificos.
Esta etapa es lo que se suele conocer como computer art.

e Una tercera etapa, desde finales de los afios setenta hasta la actualidad, en la que el facil
acceso a los ordenadores personales provoca que los artistas puedan usarlos sin
necesidad de informaticos, pues la creacion de programas cada vez mas potentes y
faciles de utilizar, promueve que los artistas ya no necesiten aprender a programar y
puedan trabajar de forma auténoma con el ordenador.

Nosotros vamos a dar una pequefia semblanza de las dos primeras etapas, relaciondndolas con
las posibilidades que ofrece GeoGebra. Veremos algunos ejemplos de cémo reproducir con
facilidad algunas de las creaciones que se potenciaron en esas fechas con el respaldo de la

computadora.

2. COMPUTER GRAPHICS.

Suele considerarse como precedente del computer graphics la fascinacion de los cientificos por
las curvas Lissajous, halladas en 1873 por el fisico francés Jules Lissajous (1822 — 1880) y que
se suelen encontrar en la composicion de movimientos vibratorios. Estas curvas fueron
anteriores a la aparicion del osciloscopio, que permitié investigar con los graficos, sobretodo
del movimiento pendular.

Uno de los pioneros fue el matematico y artista estadounidense Ben F. Laposky (1914 — 2000)
que fotografié directamente lo que aparecia en la pantalla del osciloscopio. Sus trabajos,
llamados Abstracciones electronicas se expusieron en lo que se considera como la primera
exposicion de graficos realizados con maquinas electronicas, que no aun ordenador, que se

celebro en Iowa en 1953.
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Imagen 2: Oscilogramas de Ben Laposky!

! Imagen tomada de Universitat Oberta de Catalunya, en la direccion http://arts.recursos.uoc.edu/programacio-
disseny-arts/es/4-1-3-primeros-graficos-por-computadora-de-la-experimentacion-a-la-exposicion/
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En Europa, los graficos por computadora fueron conocidos a través de exposiciones,
especialmente la Experimentelle Asthetik, inaugurada en enero de 1959 en Viena, con imagenes

realizadas por el fisico y escritor de ciencia ficcion austriaco Herbert W. Franke (19278 —
2022).
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Imagen 3: Exposicion Experimentelle Asthetik?

Lo que puede considerarse como la primera composicion artistica con computadora fue,
curiosamente, una composicion musical. Nos referimos a la famosa Suite Illiac para cuarteto de
cuerdas, compuesta por Lejaren A. Hiller en colaboracion con Leonard M. Isaacson en 1956, y
para la que usaron la computadora digital ILLIAC, de la Universidad de Illinois, en los Estados
Unidos. Se puede acceder a esta composicion en videos de YouTube?, donde también se pueden
encontrar interpretaciones de esta obra recreadas por un cuarteto de cuerdas.

El término computer graphics fue usado por primera vez en 1960 por el disefiador grafico
estadounidense William A. Fetter (1928 — 2002), director de la division grafica por ordenador
de la Compaifila Boeing. Sus gréaficos representaban a la figura humana en actitudes
relacionadas con la aviacion y fueron realizadas a partir de un programa elaborado por él
mismo, con el proposito de resolver ciertos problemas ergondémicos para el disefio de una
cabina de avion, por ejemplo, para estudiar si los pilotos alcanzaban con facilidad los controles

de los aviones.

2 Imagen tomada de https:/dvssr.wordpress.com/2015/12/15/elektronische-grafik-by-herbert-w-franke/

3 https://www.youtube.com/results?search query=suite-tilliac
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Imagen 4: Grafico por ordenador de William Fetter*

El conocimiento del grafico por ordenador se generaliza en 1965 cuando tres matematicos
comienzan a la vez, de forma independiente, a trabajar en el desarrollo de la estética de los
graficos de ordenador, usando computadoras digitales. Se trata de los alemanes Frieder Nake y
Georg Nees y del estadounidense A. Michael Noll, conocidos como 3N.

2.1. George Nees

El matematico, fisico y filésofo aleman Georg Nees (1926 — 2016) fue el primero en exponer
sus graficos, en enero de 1965, en la Studio Gallery de un instituto tecnologico que ahora es la
Universidad de Stuttgart.

Georg Nees siempre le dio mas importancia al programa en si que al resultado. El creé un
programa llamado ALGOL para generar sus graficos.

Una de las caracteristicas del trabajo de este matematico es que utiliza parametros aleatorios.
Por ejemplo, en una de sus obras mas famosas Schotter (1968) introduce valores aleatorios en

los vértices de unos cuadrados para que poco a poco vayan alterandose su uniformidad.

4 Imagen tomada de https://proyectoidis.org/william-a-fetter/
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Imagen 5: Schotter de Georg Nees®

La obra de Nees consiste, esencialmente, en elegir al azar unos puntos aleatorios y luego unirlos
mediante segmentos (ejemplos son las obras Ocho esquinas y Veintitrés esquinas), o hacer que
el lapiz del plotter se desplace al azar en direccion vertical u horizontal, en segmentos de

longitud también aleatoria (por ejemplo, en Axis-Paralle maze).

> Imagen tomada de https://github.com/LindomarRodrigues/Georg-Nees-Schotter-Python
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Imagen 6: Ocho esquinas de Georg Nees®

La construccion anterior, creada por ordenador, es muy facil de recrear en GeoGebra con unos
conocimientos basicos. Podemos verlo en la siguiente direccion.

https://www.geogebra.org/m/ph6wfewp

2.2.  Frieder Nake

El matemdtico e informatico aleman Frieder Nake (1938) también elabord sus propios
programas, igual que Nees.

Este informatico comienza a interesarse por el estudio del estilismo existente en algunas obras
pictoricas de artistas famosos. En concreto, intenta la simulacion de obras de artistas de la

vanguardia y también por las estructuras arquitectonicas.

® Imagen tomada de https:/betonbabe.tumblr.com/image/43724936282
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En el catalogo de la exposicion del Seminario de Generacion Automatica de Formas Plasticas,
del que hablaremos mas adelante, en la que particip6, escribio que las aplicaciones estéticas del
computer graphics deberian ser vistas como un paso superior del arte; no revivir, desarrollar o
extender el arte, sino radicalmente transformar el arte en una disciplina completamente nueva.

Una de sus creaciones es la llamada Homenaje a Paul Klee (1965) basada en la obra “High

Roads and Byroads", 1929.

PEPRIN CTion AL 0w |
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Imagen 7: High Roads and Byroads’ Imagen 8: Homenaje a Paul Klee?

2.3.  A. Michael Noll

El ingeniero estadounidense A. Michael Noll (1939), era investigador en los laboratorios de la
compaiiia telefonica Bell.

Sefialaba que la computadora podria ser acostumbrada a producir la clase de arte que, como el
op-art, tiene un componente matematico, o que, como el arte basado en permutaciones y
combinaciones o las obras seriadas, depende de la creacion de versiones basadas en pardmetros
fijos.

Asimismo, A. Michael Noll es una de las pocas personas involucradas en el computer art desde
el campo tecnoldgico que siempre ha exigido que los papeles del artista y del ingeniero no sean

intercambiables.

7 Imagen tomada de Wikipedia https://en.wikipedia.org/wiki/Highway_and_Byways

8 Imagen tomada de https:/arteref.com/movimentos/arte-digital/
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Realiz6 estudios aleatorios sobre variaciones de un mismo objeto. Por ejemplo, en 1965, realiz6

la siguiente obra en la que generaba iméagenes de un hipercubo de cuatro dimensiones.
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Imagen 9: Dibujos generados por computador de Noll’
Esta construccion es muy facil de realizar con GeoGebra, como podemos ver en el siguiente
enlace.

https://www.geogebra.org/m/SutZVPbM

Igual que Nake, Noll también realiz6 estudios sobre obras de pintores de vanguardia, en su caso
intentando reproducir con el ordenador esas obras. En particular, realizé un estudio sobre la
obra Composicién con lineas (1917) de Piet Mondrian. Michael Noll realizé en 1964 Ia
siguiente obra, en la que uno de los circulos que aparece es la obra original de Mondrian.

Para realizarla, Noll le proporcioné a la maquina los siguientes datos: naturaleza de los
elementos del repertorio material (baldosines o barras negras mas o menos alargadas), insercion

de los elementos en una figura global (circulo) y densidad media en cada punto del cuadro.

? Imagen tomada de https://ualg-tecnologias1.blogspot.com/2007/10/breve-histria-do-computador.html
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Imagen 10: Four compositions de Michael Noll'°

Pero aparte de Mondrian, Noll realiz6 estudios de otros artistas. Basdndose en la obra Current
de Bridget Riley, cre6 una composicion en la que una linea ondulada se repite desplazandose en
su linealidad, al estilo del arte Optico. Con esta obra, Noll trataba de demostrar que el ordenador

puede competir con productos realizados por artistas.

Imagen 11: Current de Bridget Riley!'! Imagen 12: Sinusoide de Noll'?

Basada en la obra de Noll, cuyo titulo completo es Ninety Parallel Sinusoids With Linearly
Increasing Period, puede verse la siguiente construccion con GeoGebra.

https://www.geogebra.org/m/regytmknw

19 Imagen tomada de https:/graphicdimensions.wordpress.com/2012/11/24/human-or-machine/

" Imagen tomada de https://i.pinimg.com/originals/02/de/52/02de52d79f1ea2a61d37c0f7e36dd5aa.jpg

12 Imagen tomada de https:/graphicdimensions.wordpress.com/2012/11/24/human-or-machine/
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3. COMPUTER ART.

Pasamos a los afios 1967 — 68 en los que son ya los artistas los que comienzan a adentrarse en el
mundo de los ordenadores para que les ayuden en la elaboracion de sus obras, planteando como
podrian quedar sus obras y estudiando variaciones, a una velocidad y precision que para
muchos no eran posibles de desarrollar por sus propios medios.

3.1. Charles Csuri

Uno de los primeros artistas en adentrarse en este mundo aparece en 1967, cuando se inici6 en
el uso de la computadora el estadounidense Charles Csuri (1922 — 2022), artista e ingeniero,
con lo que aunaba en su persona la cultura artistica y cientifica, pues aparte de ser profesor de
arte en la Universidad de Ohio, habia estudiado ingenieria. Su interés por ambas disciplinas
hizo que hubiese creado ya una maquina de pintar.

Su obra mas famosa de esa época consiste en un corto de animacion realizado con el auxilio de
la computadora. Se trata de Hummingbird de 1968 y a la que puede acceder desde el siguiente
enlace.

https://www.youtube.com/watch?v=0BTBSz50gx0

3.2. Nicholas Schoffer

Sin embargo, anterior al anterior es el polifacético artista francés, de origen hiingaro, Nicolas
Schoffer, a quien algunos especialistas consideran el padre del arte cibernético. Toco aspectos
tan dispares como pintura, escultura, arquitectura, urbanismo, cine, television o musica. Sus
producciones eran mas bien montajes audiovisuales,

Se considera a su obra CYSP 1, de 1956, la primera escultura cibernética en la que se usaron
calculos electronicos. Consta de una serie de placas gestionadas por pequeinos motores situados
bajo su eje. Esos motores obedecen a los calculos realizados con los datos recogidos por células
fotoeléctricas y un microfono integrado en la escultura y que captan las variaciones de los
campos de color, la intensidad de la luz y la intensidad del sonido. Todos estos cambios

provocan reacciones por parte de la escultura.
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Imagen 13: CYSP de Nicholas Schoffer!

Basada en la misma idea, en 1961 Schoffer cred en la ciudad de Lieja, en Bélgica, una Torre
Cibernética de 52 metros de altura. Aunque en 1970 se desactivo, se volvid a activar en 2016,
tras una actualizacidn de los sistemas de control, eléctricos, luminicos, etc. Puede visionarse la
torre en la siguiente direccion.

https://www.youtube.com/watch?v=DTBPjExuoBc¢

3.3. Cybernetic Serendipity

Igual que en la etapa anterior, la forma en que comenzd a extenderse el interés por el arte
cibernético fue a través de exposiciones. La primera gran exposicion de este arte se celebrd en
el ultimo trimestre del afio 1968 en el Instituto Contemporaneo de Londres, con el titulo de
Serendipia cibernética. Esta fue la primera gran exposicion que sali6 de los ambientes
universitarios y se expuso en museos y galerias, con lo que los artistas pudieron observar las
posibilidades que poseia el nuevo arte realizado con la ayuda del computador.

La exposicion pretendia abarcar todos los aspectos de la actividad creativa asistida por
ordenador: el arte, la musica, la poesia, la danza, la escultura, la animacion. La idea principal
fue examinar el papel de la cibernética en las artes contemporaneas. La exposicion incluyd
robots, poesia, musica y maquinas de pintura, asi como todo tipo de obras donde el azar fue un
ingrediente importante. Incluso una seccion dedicada a explorar la capacidad de las
computadoras para producir textos a través de diferentes programas que podian escribir Haikus,
cuentos infantiles y ensayos fisicos.

Un ejemplo de lo expuesto fue el montaje SAM (Sound Activated Mobile) del escultor polaco

Edward Thnatowicz (1926 — 1988). Un autémata que interactuaba con el publico asistente

13 Imagen tomada de https:/cyberneticzoo.com/cyberneticanimals/1956-cysp-1-nicolas-schoffer-hungarianfrench/
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gracias a una serie de sensores que captaban sonidos, luces, movimientos, etc. Pueden verse
imagenes de SAM desde el siguiente enlace.

https://www.youtube.com/watch?v=8b52qpyV__ g

4. LOS ORIGENES DEL ARTE CIBERNETICO EN ESPANA.

En Espafia, los comienzos del computer art estan relacionados con el Centro de Célculo de la
Universidad de Madrid (CCUM) y con uno de los seminarios que se constituyeron a finales de
los afios sesenta con la colaboracion de ingenieros, informaticos y matematicos junto a artistas
de la época.

El CCUM se cre6 el 13 de enero de 1966 por un acuerdo entre la Universidad Complutense e
IBM. Aunque no se inaugur6 oficialmente hasta el 7 de marzo de 1969. IBM cedi6 los equipos
y varios técnicos para llevar adelante la informatizacion en la Universidad espafiola.

Su director fue el matematico Florentino Briones Martinez, quien afirmaba que mientras que los
artistas no supieran programar, el experimento del seminario artistico seria un fracaso. El
subdirector fue el matematico Ernesto Garcia Camarero, colaborador de Julio Rey Pastor y el
verdadero creador del Seminario GAFP (Generacion Automética de Formas Plasticas), quien
ademas se hizo cargo de la direccion del CCUM desde 1973 hasta 1982.

El centro surgid6 en un momento en que la informatica en nuestro pais apenas estaba
desarrollada, con escasa presencia en la banca, grandes empresas privadas y centros
administrativos publicos. Habian pasado 8 afios desde que llegd a Espafia la primera

computadora para la compaifiia telefonica.

Imagen 14: Exposicion permanente de la dotacion inicial del CCUM en la Universidad Complutense
Desde el principio los responsables quisieron darle una orientacion nada convencional.
Comenzaron a crear seminarios de participaciéon mixta, en el que colaboraban ingenieros
informaticos y matematicos junto a especialistas en disciplinas muy diversas, algunas no

asociadas normalmente al campo cientifico.
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Los dos primeros seminarios fueron sobre Lingiiistica matematica y Composicion de espacios
Arquitectonicos. Después vino el GAFP y ya en 1970 se cre6 otro sobre formas musicales, a
partir del estreno en octubre de 1969 de la obra Ibemia por el compositor catalan Josep Maria
Mestres Quadreny, que seria la primera obra musical producida en Espafia con el concurso del

ordenador.

4.1. El Seminario de Generacion Automatica de Formas Plasticas.

El seminario GAFP se constituyo oficialmente el 18 de diciembre de 1968, aunque ya en marzo
de ese ano, Mario Barbera (técnico de IBM) habia contactado con el artista Manuel Barbadillo
planteandole que la experimentacion que estaba realizando con su obra en ese momento, podia
verse potenciada con el auxilio de una computadora.

Algunos de los artistas que asistieron al principio al seminario fueron Manuel Barbadillo Nocea,
Abel Martin, F. Javier Segui de la Riva, Eusebio Sempere, Soledad Sevilla, Vicente Aguilera
Cerni y Jos¢ Maria Lopez Yturralde.

Los dos primeros cursos del GAFP fueron una explosion de creatividad y de ilusion, pero a
partir de octubre de 1970 comienza una lenta agonia hasta su disolucion al final del curso 1972-
73. En realidad, ya desde aproximadamente la mediacion del curso 1969-70 comienza a
detectarse una considerable merma del entusiasmo de los momentos iniciales, acrecentada en
los meses y afios sucesivos.

Con el éxito del seminario aument6d el nimero de artistas que asistian a €él. Y esto fue el
principio del fin, porque el nimero de arquitectos (que aportaban su formacion «puente» entre
artistica y cientifica) y de informadticos (que aportaban su conocimiento profundo del ordenador)
comenzd a disminuir. El seminario muri6 de inaniciéon al no disponer de informaticos
suficientes para prestar ayuda a la cantidad creciente de nuevos artistas que tenian interés en
participar en el proyecto.

Uno de los aspectos muy cuidados desde el principio fue la labor de difusion del trabajo
realizado, lo que se hizo a través de una serie de exposiciones, como la de Formas computables,
que cerrd el primer curso 1968 — 69. En ella, aparte de las obras de artistas que participaban en
el Seminario, se invitd a grandes artistas como Victor Vasarely, quien expuso uno de sus
cuadros (Selem 1967), aunque no pudo asistir a pesar de estar invitado a dar una conferencia.
También miembros del ya disuelto Equipo 57, creado por artistas espafioles en Paris en 1957, o
el artista Frieder Nake del que hablamos antes.

Aparte de lo anterior, el CCUM editaba un boletin periddico donde los artistas explicaban las

estructuras y procedimientos que llevaban a crear sus obras con la ayuda de la computadora.
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Y a partir de ahora, vamos a estudiar la labor llevada a cabo durante esos afos por alguno de los

artistas que asistieron al Seminario.

4.2.  José Luis Alexanco.

Aunque el pintor y escultor madrilefio José Luis Alexanco ha trabajado principalmente la
pintura, durante el tiempo que estuvo asistiendo al GAFP trabajé principalmente aspectos
escultoricos.

Fue el tnico de los artistas que aprendi6 a programar y, en concreto, creo el programa
MOUVNT para disefar sus obras. Este programa creaba una serie de formas automaticas, que
al apilarlas entre si se convertian en figuras antropomorficas.

Alexanco trabajé principalmente con curvas de nivel, llegando a ajustes de 5° grado con esas
curvas. Su intencion era estudiar las posibilidades de transformacion de superficies de curvas
cerradas, no geométricas, inscritas en una reticula tridimensional. Para esas transformaciones
utilizaba cinco subprogramas: interpolaciones, giros, dilataciones, traslaciones y

transformaciones.

TRANSFORMACION CONTINUA Y CONTROLADA
DE UNA FORMA TRIDIMENSIONAL

 INTERPOLAR
* BPEZIR
* TERNINAR

Imagen 15: Estudio de las curvas generadas'* Imagen 16: Figuras creadas a partir del estudio

4.3. Eusebio Sempere.
De todos los artistas que asistieron al GAFP, el que tenia en ese momento mas reconocimiento

publico era el escultor, pintor y artista grafico alicantino Eusebio Sempere (1923 — 1985).

14 Esta imagen, y la siguiente, estin tomadas de la pagina https://cosasquequierocontar-
fbm.blogspot.com/2012/08/ordenadores-en-el-arte-jose-luis.html
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Siempre fue muy critico con el trabajo realizado, pues no terminaba de ver las posibilidades de
la computadora, aunque fue de los pocos que permaneci6é durante todos los cursos. Y el uso del
ordenador no influyd en su obra posterior.

Junto al técnico programador, Lorenzo Carbonell crea una férmula aleatoria para modificar
puntos en una linea. Trabajando con las curvas programadas por el matematico Eduardo

Arrechea crea lo que es su obra més caracteristica de esa época, su Autoretrato (1970).

Imagen 17: Autoretrato de Sempere!®

Aunque no fue una obra realizada en el seminario, de la misma época hay muchas obras
geométricas de Sempere que tiene un interesante estudio geométrico sobre coémo estan
generadas. Y por supuesto, podemos hacerlo con GeoGebra como pude apreciarse en la
construccion a la que nos lleva el siguiente enlace.

https://www.geogebra.org/m/pwmcpgqwz

4.4. Enrique Salamanca.

El pintor y escultor gaditano Enrique Salamanca (1943) realiz6 un estudio sobre la Cinta de
Moebius.

Una vez la cinta era proyectada encima de un plano con el fin de fijar una trayectoria en ¢€l, se

deslizan figuras geométricas compuestas de tridngulos equilateros a lo largo de su superficie. En

15 En la direccion web se encuentran ésta y otras variaciones del autorretrato de Eusebio Sempere
http://cosasquequierocontar-fbm.blogspot.com/2012/11/ordenadores-en-el-arte-cusebio-sempere.html
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las siguientes imagenes podemos apreciar resultados obtenidos por la computadora segun el

programa estético disefiado por el artista.

Imagen 18: Resultados ofrecidos por el computador'®

Uno de sus cuadros, dibujado a partir de los resultados obtenidos por las pautas planteadas por
el artista al computador, puede verse facilmente recreado en GeoGebra en la siguiente
direccion.

https://www.geogebra.org/m/gprumrdk

4.5. José Luis Gomez Perales.

A su llegada al GAFP, el pintor madrilefio Jos¢ Luis Gomez Perales (1923 — 2008), habia
pasado por distintas corrientes, varias de ellas caracterizadas por una abstraccion geométrica,
sobre todo a partir de 1960.

Interesado en los principios de nimero, orden, mdédulo y proporcion, desde 1967 trabajo en la
sistematizacion del cuadro y del color, ideas con las que llegd al GAFP y fue base de su
investigacion en el seminario.

El trabaja con lo que llama «nimeros basicos», que son cinco términos consecutivos de la
conocida sucesion de Fibonacci, por ejemplo el 1, 2, 3, 5, 8, y a partir de la obtencién de 25
rectangulos construidos con la condiciéon de que las longitudes de sus lados sean las

determinadas por los nimeros basicos Gomez Perales procede a obtener la composicion formal

16 Imagenes tomadas de la direccion: https:/josedelamano.com/exposicion/psedodimension-y-misterio-enrique-
salamanca-en-el-centro-de-calculo-de-la-universidad-de-madrid-circa-los-anos-setenta/
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del cuadro, basada en rectangulos de colores con lados de tamafios correspondientes a numeros
de Fibonacci.

La siguiente imagen, que forma parte del fondo del Museo Reina Sofia, nos muestra las
variaciones que le mostraba el computador y de donde el artista seleccionaba para hacer sus

cuadros.
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Imagen 19: Sucesion de Fibonacci!”

En la siguiente direccion encuentras recreada una obra de Gomez Perales utilizando GeoGebra.

https://www.geogebra.org/m/mpxqgbgzx

En el boletin 8 — 9 del CCUM, Gémez Perales publica el articulo Un intento de sistematizacion

en la creacion plastica donde explica el proceso que plantea para presentar al computador.

17 Imagen tomada de https:/www.museoreinasofia.es/coleccion/obra/sucesion-fibonacci
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4.6. Gerardo Delgado.
El pintor y arquitecto sevillano Gerardo Delgado (1942) se crié en el minimalismo, con una
gran componente de abstraccion geométrica.

La obra realizada en el CCUM tenia también una fuerte dependencia modular.

+4

Imagen 20: Estructura modular variable de curvas generadas por ordenador (1970)'%

En la construccién siguiente puedes encontrar una de las obras disefiadas por Gerardo Delgado
en el GAFP y puedes reconstruirla utilizando los mddulos disponibles.

https://www.geogebra.org/m/crvnjkp7

4.7.  Abel Martin.

El turolense Abel Martin (1931 — 1993) se especializé en serigrafia. Conocié a Sempere en
Paris, a finales de los 50, y desde entonces trabajaron juntos.

Como Sempere o Alexanco, trabajé con curvas matematicas sobreponiéndolas de manera
invertida o bien utilizdndolas en gradaciones de colores puros, consiguiendo unos resultados

con puntos de conexion con el arte Optico-cinético.

'8 Imagen tomada de https://www.museoreinasofia.es/coleccion/autor/delgado-gerardo
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Imagen 21: Sin titulo (1971). Abel Martin'’ Imagen 22: Resultado de computadora

La segunda imagen, que recuerda a una cardioide, se puede reproducir utilizando GeoGebra.
Puedes comprobarlo en el siguiente enlace.

https://www.geogebra.org/m/jveq3yrh

4.8. Soledad Sevilla.
La pintora valenciana Soledad Sevilla (1944) se especializd, al comienzo de su carrera, en
pinturas de gran formato junto a instalaciones que se acercaban a la escultura y la arquitectura.
En el GAFP trabajaba con un moddulo y la computadora le servia para hacer un estudio
exhaustivo de las combinaciones de ese modulo consigo mismo, segun unas indicaciones de la
artista.
La propia autora, en uno de sus articulos, explica su proyecto: El trabajo, que esta en su primera
fase, ha consistido hasta ahora en los siguientes puntos:
1. Definicidon de una unidad simple no simétrica y rectangular de multiples posibilidades
de acoplamiento consigo misma.
2. Definicion de las unidades derivadas determinadas por los cambios de posicion.
Definicion que efecttia el ordenador mediante giros y simetrias.
3. Definiciéon de las unidades complejas determinadas por las diversas superposiciones
posibles entre las unidades simples y derivadas, obtenidas por el ordenador manteniendo
una de las unidades fijas y barriendo sucesivamente la superficie ocupada por ella y su

perimetro, consigo misma y con cada una de las restantes unidades.

19 Imagen tomada de https://www.researchgate.net/figure/Abel-Martin-Sin-titulo-serigrafia-1971_fig2 368933514
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4. Denominacion y clasificacion de la forma base con una letra seguida de un subindice
correspondiente al residuo formal.
Construia sus cuadros sobre variaciones de un modulo, el izquierdo de la imagen, y después

amplio la estética usando el simétrico de ese mddulo primigenio.

En las imédgenes siguientes, ambas de fondo del Museo reina Sofia, podemos observar dos de

las creaciones de esa época. En la primera usa unicamente un mddulo y en el segundo utiliza

ambos, completandolo con semicirculos y cuartos de circulo.

4
S
Imagen 23: Sin titulo 1971 — 19722° Imagen 24: Sin titulo 1969%!

Es facil construir el moédulo usado por Soledad Sevilla y reproducir las creaciones de este tipo.
Podemos comprobarlo en la construccion a la que accedemos desde este enlace.

https://www.geogebra.org/m/r4jgueqf

4.9. Manuel Quejido.

El pintor sevillano Manuel Quejido (1946), durante su permanencia al seminario, estuvo muy
interesado en el estudio del movimiento. Estudi6 en una cuadricula como se trasladaban formas
geométricas bajo un determinado orden, segin una trama de direcciones, creando asi un
complejo Optico — cinético. Eligi6é una cuadricula cuadrada para aprovechar los ejes de simetria,

dotandole de una trama mas rica en la circulacién de objetos. Esos objetos se desplazaban en

20 Imagen tomada de  https:/www.museoreinasofia.es/coleccion/obra/sin-titulo-330

2! Imagen tomada de https:/www.museoreinasofia.es/coleccion/obra/sin-titulo-141?id=1113
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horizontal, vertical y diagonal por los distintos ejes en un sentido hasta el limite posible de la
cuadricula. En algunos cuadros complementd con otros movimientos como giros o simetrias

A veces, generalizo también a estructuras de otro tipo, por ejemplo, triangulares.

Una vez que se definieron los componentes para una cuadricula genérica, mediante el algebra
de Boole se confeccion6 un programa Fortran a fin de generar todas las secuencias cortas.

En sus articulos explicaba como se movian esos objetos, segin vemos en los esquemas

siguientes.
B * ~
T y a
"2 1/ 1
’ e - ‘8 &\ — gl
N n1 , T - I
m, nmy m;

Se puede apreciar que las circunferencias situadas en m1, se mueven una casilla diagonalmente
1 y 2, y horizontalmente I y II. En m2, el movimiento es solamente de 1 y I, pues los otros dos
objetos ya han alcanzado el limite de la cuadricula.

Con esa idea realiza construcciones como la siguiente:

MANUEL QUEJIDO
Circulo y triangulo, 1968
Acrilico sobre cartulina

50 x 50 cm cly

Imagen 25: Circulo y triangulo®?
En el siguiente enlace se puede acceder a una construccion de GeoGebra donde se muestra el
movimiento que han seguido los circulos y los triangulos para pasar de la primera imagen a la

segunda: https://www.geogebra.org/m/w28xbdrh

En el articulo de Quejido que aparece en la bibliografia, aparece el estudio completo que realizo

el artista.

22 Imagen tomada de https://www.plataformadeartecontemporaneo.com/pac/estas-son-las-obras-que-el-reina-sofia-
compro-en-arco-2021/
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4.10. José Maria Yturralde.

El pintor conquense Jos¢é Maria Yturralde (1942) trabajé principalmente sobre figuras
imposibles durante su pertenencia al GAFP. Trabajo principalmente con la forma geométrica
que presentan las figuras imposibles, basicamente el tridngulo y su proyeccion tri-espacial, el
tetraedro, y el cuadrado y su proyeccion tri-espacial, el hexaedro regular o cubo. Trabajoé los
estudios de Matila C. Ghyka sobre la estética de las proporciones.

A mediados de los sesenta su arte evoluciona hacia la abstraccion geométrica y el op — art. Méas
adelante evolucion6 al arte cinético. A finales de los 70 y principios de los 80 crea sus
estructuras voladoras, cometas geométricas que se expusieron en varias ciudades.

Durante su pertenencia al seminario, realizd estudios sobre las posibilidades de conseguir

figuras imposibles en varios poligonos, como vemos en las siguientes imagenes.

N

\/ //
\5,»’/

)

Imagen 26: Estudio por ordenador (1971)% Imagen 27: Figuras imposibles por ordenador®*

En los articulos publicados en el boletin del CCUM, el propio Yturralde explicaba el proceso
para crear sus figuras imposibles. Puedes revisarlo en la siguiente construccion.

https://www.geogebra.org/m/zethytra

Yturralde trabajo a conciencia sobre las figuras imposibles y fue una impronta que recorri6 toda

su obra, llegando incluso a realizar un disefio para una cometa imposible, dentro de sus

23 Imagen que aparece en el libro sobre los origenes del arte cibernético en el CCUM.

24 Imagen tomada de http://www.yturralde.org/Paginas/Etapas/et03/et0307-es.html
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estructuras volantes. En la siguiente imagen tenemos un boceto del estudio que realizaba para

crear las figuras imposibles.

Imagen 28: Boceto. Figuras imposibles 1970%

En la siguiente construccion puedes encontrar recreada una figura imposible de Yturralde,
mediante GeoGebra.

https://www.geogebra.org/m/zmyt2faz
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COMBINATORIO: POSIBILIDADES CON RECURSOS DIGITALES Y FiSICOS
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Nucleo tematico: GeoGebra en la enseflanza y aprendizaje de la Matematica en las diferentes
modalidades y niveles educativos.

Modalidad: Conferencia

Nivel educativo: Medio o Secundario (12 a 15 afios) y Terciario o Bachillerato (16 a 18 afios) y
Formacion Profesional.

Palabras clave: STEAM, modelizacion de juegos, pensamiento espacial y combinatorio

Resumen

El desarrollo de materiales interactivos fisicos y digitales para la enserianza y el aprendizaje de
las matematicas y centrados en la construccion y exploracion dinamica de objetos se introduce
en esta investigacion para observar (y al mismo tiempo promover) la relacion de estudiantes,
profesores y futuros profesores. con el uso de nuevas tecnologias. De esta manera, el trabajo
desarrollado busca también investigar las potencialidades y limitaciones del software
GeoGebra como herramienta educativa y, sobre todo, evaluar las perspectivas de mejora de las
capacidades de impresion 3D y cortado laser del software. En este sentido, hemos desarrollado
distintos materiales que buscan favorecer el pensamiento espacial y combinatorio, entre los
cuales resaltamos el uso y creacion de juegos y rompecabezas logicos. Algunas actividades ya
han sido desarrolladas y pueden seguirse en www.geogebra.org/m/xmgsf541t.

Introduccion

La integracion de los universos fisico y digital ha acompafiado el frenético desarrollo
tecnoldgico y ha evolucionado rapidamente en los mas diversos ambitos: desde los examenes de
ultrasonido 3D hasta la potente industria cinematografica, desde los sofisticados prototipos
arquitectonicos hasta las simulaciones mecdnicas en ingenieria, los diferentes modelos de
representacion dependen de conceptos clave para las matematicas, particularmente su
comprension geométrica y espacial. Por otro lado, el avance de la tecnologia en el sentido de
inteligencia artificial, fake news, e-commerce, y seguridad de informacién, en general, exige
cada vez mds la necesidad de familiarizarnos con las matematicas combinatorias y
probabilidades.

A partir de estas premisas, algunas preguntas emergentes son ;Como estdn preparando
las escuelas a los estudiantes para enfrentar la fusiéon de estos medios fisicos y digitales?, o
(Como se estan preparando docentes y estudiantes para utilizar las tecnologias actuales en su
formacion y practicas académicas o escolares (especialmente en lo que respecta a las

matematicas como apoyo a otras areas del conocimiento) frente a demandas actuales y reales?
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Estas preguntas y el desafio de como abordar estas cuestiones son pilares del estudio que se
desarrolla en este proyecto de investigacion.

Este trabajo tiene como objetivo presentar algunas posibilidades de como y por qué la
modelizacion geométrica en combinacion con recursos fisicos puede integrarse en la ensefanza
en el aula. La idea es poder discutir y explorar los beneficios complementarios de los prototipos
fisicos y digitales para el aprendizaje de matematicas y el desarrollo del razonamiento espacial
y combinatorio de estudiantes. Este estudio se presenta como una continuacion de los estudios
de doctorado del primer autor, en la Johannes Kepler Universitdt Linz, en Austria, junto con el
grupo de desarrolladores del software GeoGebra. Para ello, se espera que también podamos
resaltar la importancia del aspecto creativo en la ensefianza de las matematicas a través de
tareas que refuercen las practicas STEAM (Ciencia, Tecnologia, Ingenieria, Artes y
Matematicas), considerando diferentes habilidades matematicas al trabajar con el aprendizaje
basado en proyectos (Ortiz-Laso et al, 2023). Se cree que los modelos impresos y sus
correspondientes digitales, cuando se comparten, sirven de motivacion para que el publico en
general inspire otras ideas y asi ampliar el debate sobre la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas como un ejercicio creativo, considerando los roles de estudiantes y profesores en
este rico proceso.

A través de una revision de la literatura y pequefios experimentos en talleres, este
proyecto tiene como objetivo explorar potenciales y limitaciones de los manipulativos y la
impresion 3D para apoyar el desarrollo del pensamiento formal (en un sentido mas amplio) a
través de problemas geométricos y combinatorios, entre otros, en diferentes grupos. Estudios
han demostrado que, cada vez con mayor regularidad, las tecnologias digitales se estan
integrando en la educacién matematica, pero estas innovaciones responden a una variedad de
desafios (por ejemplo, OECD, 2015; Drijvers, 2016). Estos desafios incluyen el desarrollo de
tecnologias, recursos, pedagogias apropiadas y, lo que es mas importante, la preparacion de los
docentes para que puedan utilizar tecnologias con nuevos enfoques pedagdgicos (Lavicza et al.,
2022). Varios estudios se centran en diversas integraciones tecnolégicas en entornos educativos
actuales y algunos en los potenciales futuros de las nuevas tecnologias emergentes (por
ejemplo, Ball et al, 2018; Meletiou-Mavotheris & Prodromou, 2016). Estas experiencias
profundizaron la comprension de los estudiantes y aumentaron su confianza y disfrute al
involucrarse con las matematicas (Chance, Garfield y delMas, 2000; Clements, Sarama,
Yelland y Glass, 2008; Roschelle, Kaput y Stroup, 2000; Sacristan y Noss, 2008).

En 2013, el Consejo Nacional de Supervisores de Matematicas (NCSM) emitié una

declaracion de posicion sobre el uso de materiales manipulables en la instruccion en el aula para
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mejorar el rendimiento estudiantil. Para desarrollar la competencia matematica de cada
estudiante, los lideres y maestros deben integrar sistemdticamente el uso de manipulativos
concretos y virtuales en la instruccion en el aula en todos los niveles de grado" (NCSM, 2013).
En Brasil, la nueva Base Curricular Comun Nacional (BNCC, 2018) recomienda trabajar con el
desarrollo de proyectos (modelos/prototipos) para que se pueda valorar el pensamiento critico y
creativo de los estudiantes (Peres et al., 2021; Harari, 2018; Robinson, 2019), ademas de
resaltar la importancia de recursos alternativos para los diferentes registros de representacion,

con especial atencion al uso de las nuevas tecnologias.
Objetivos

Con base en la presente investigacion y la experiencia en el desarrollo de tecnologias de
educacion matematica, el objetivo general de este estudio es evaluar (con el desarrollo de
prototipos) los potenciales de innovacion de las tecnologias educativas para abordar problemas
con los usos actuales y futuros de estas tecnologias en Matematicas, Educacion Matematica y
Educacion STEAM/Cultura Maker. En concreto, estos objetivos buscan abordar las siguientes
cuestiones:

1) Abordar el creciente énfasis en entornos de aprendizaje interdisciplinarios y

transdisciplinarios que vinculen més estrechamente las matematicas con otras

medida a través de un sentido de disefio y creatividad) para desarrollar la ensefianza de las

matematicas desde STEM hasta transiciones STE-A-M (Fenyvesi, 2016);

2) Desarrollar pedagogias para fomentar habilidades, en particular la creatividad, cada vez

mas identificadas como inclusiones necesarias dentro del futuro de la educacion (Burnard

etal., 2016);

3) Adoptar, desarrollar e integrar nuevas tecnologias innovadoras, incluidas las tecnologias,

sobre todo Impresion 3D y Cortado Laser, cada una integrada en el entorno de GeoGebra

(Lavicza et al., 2018);

4) Desarrollar cursos y recursos de formacion docente, tanto offline como online, que

permitan a los docentes utilizar las tecnologias de forma inmediata y considerar como se

pueden integrar las innovaciones digitales en la ensefianza en el futuro (Diego-Mantecon,

Garcia-Piqueras, Blanco & Ortiz-Laso, 2018);

5) Desarrollar enfoques tedricos para examinar mejor estas cuestiones.

Dentro de este trabajo estamos centrados en los desafios que se crean mientras el entorno

tecnoldgico se desarrolla y evoluciona a un ritmo que excede las capacidades de las
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instituciones educativas para preparar y adaptar las realidades actuales a las innovaciones y
demandas emergentes. Sostenemos que las metodologias de investigacion, especialmente en
nuestro caso, la Investigacion Basada en Disefio (DBR), deben adaptarse para adecuarse a los
rapidos cambios tecnoldgicos. Ademds, sostenemos que el desarrollo profesional docente
también debe hacer hincapié en ayudar a los docentes a mantenerse al dia con los cambios en

las practicas y pedagogias relacionadas con la tecnologia.
Fundamentacion Teorica

Investigaciones recientes han demostrado que los nifios en los primeros afios ya pueden resolver
algunos problemas que involucran Analisis Combinatorio (Martins, 2020). Esto no significa que
sean capaces de argumentar sobre el agotamiento de las posibilidades encontradas, ni de utilizar
calculos para obtener respuestas a preguntas, sino de crear listas con posibilidades y, en algunos
casos, sistematizar la construccion de dichas listas. El hecho de no disponer de estructuras que
permitan la resolucion completa y la justificacion del agotamiento de posibilidades no resta
importancia a la implicacién con los problemas. Ademas, afrontar este tipo de retos es valido e
importante para la formacién matematica de todos los nifios.

En cuanto a la actividad recreativa, trascender el acto de jugar al acto de hacer
(crear/adaptar/reproducir) juegos puede resultar igualmente beneficioso desde un punto de vista
didactico, sea para el desarrollo del pensamiento combinatorio o espacial. Se puede animar a los
estudiantes, por ejemplo, a dibujar y construir representaciones de objetos geométricos 2D y 3D
y hacer de eso un ejercicio de contaje ordenado. Esto se puede hacer utilizando una variedad de
recursos para abordar situaciones que involucran el disefio de proyectos y la creacion de
prototipos, incluidos otros juegos, para comprender los efectos de transformaciones simples y
sus composiciones (Lieban, 2019). Ademas de mejorar las habilidades de modelizacion, estos
enfoques de la impresion 3D, el cortado laser o las habilidades manuales pueden ser una buena
oportunidad para promover un entorno de aprendizaje centrado en el estudiante.

El uso de manipulativos fisicos en las clases de matematicas generalmente esta
motivado por su atractivo representacional para conectar conceptos concretos y abstractos.
Aunque podemos encontrar algunos ejemplos en Secundaria, los manipulativos fisicos todavia
parecen estar mas asociados con la Educacion Primaria, debido a su cardcter mas concreto. Los
manipulativos digitales, a su vez, han crecido constantemente con la tendencia de
popularizacion de las tecnologias en las aulas de diferentes niveles educativos y también pueden
explorarse en este sentido. Asi, también es posible incentivar la creacion digital, una vez que los

estudiantes aumentan su motivacion trabajando en actividades que ellos mismos crean
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(Nussbaum, 2013). Ademas, al pasar del juego a la creacion de juegos, docentes y estudiantes
desarrollan habilidades que van mas alld de las matemadticas, como la comunicacion, la
creatividad, la colaboracion y el pensamiento critico, las 4C para las demandas del siglo XXI
(Harari, 2018).

Por otro lado, con respecto a la formacion docente, Niess (2005) advierte de la
importancia de una vision transformadora y homogénea del conocimiento tecnoldgico,
pedagégico y de contenidos (TPACK), sin considerar ninguna de estas dimensiones
subyacentes a las demas. Esta comprension significa que TPACK es mayor que la simple suma
de sus partes. Alguien que quiere ensefiar geometria, algebra o combinatoria y que ha
desarrollado TPACK no piensa, por ejemplo, en la discusion conceptual, seguida del enfoque
didactico para, finalmente, explorar el recurso tecnologico. Por el contrario, planifica las tres
dimensiones en consecuencia, construyendo vinculos de conexidn entre tecnologia, pedagogia y
contenidos. No hay necesariamente pasos preconcebidos a seguir y tampoco hay un orden a
seguir entre los tres dominios TPACK. Es un movimiento reflexivo de ida y vuelta que
considera todo interconectado, a través de diferentes niveles de desarrollo docente en relacidon
con las tres dimensiones, especialmente la tecnologia (pre-reconocimiento, reconocimiento,

aceptacion, adaptacion, exploracion y evolucion).
Metodologia

Metodologias como STEAM Education y Maker Culture buscan preparar a los jovenes para el
mundo contemporaneo, donde cada vez se valoran demandas reales que dependen de soluciones
creativas y atentas a las problematicas sociales. Asi, el objetivo es formar estudiantes creativos,
comprometidos y capaces de afrontar los retos del siglo XXI de forma innovadora y
colaborativa.

De caracter cualitativo, consideramos nuestra metodologia de investigacion como un
proceso continuo, donde el disefio de experiencias docentes y la reflexion sobre los resultados
se complementan durante todo el proceso. Con un enfoque exploratorio y experimental, el
proyecto se centra en la integracion fisica y digital para la Educacion STEAM (énfasis en
matematicas) y la Cultura Maker. Asi, la implementacion del proyecto se produce a través de
una serie de experimentos para diferentes publicos y contextos educativos. Estos ciclos
iterativos de disefio y analisis en nuestros estudios estan alineados con la investigacion basada
en disefo, que se basa en una secuencia recursiva de los siguientes pasos (Klapwijk, 2017):

I. Explorar y formular el problema;

II. Generar y seleccionar ideas;
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III. Generar y seleccionar conceptos;
IV. Construir prototipos;

V. Probar y optimizar;

El caracter exploratorio del estudio requiere un enfoque interpretativo que comprende métodos
cualitativos con observaciones, recoleccion y andlisis de datos (Cohen et al., 2011) tanto para el
desarrollo de prototipos fisicos y digitales, como para la produccion textual. Para desarrollar
productos, tomamos en cuenta los siguientes criterios, segin el INFORME DEL GRUPO DE
TRABAJO DE LA CAPES (2019), mayoritariamente en el contexto educativo orientado a fines
sociales y a la resolucion de problemas reales:

- Impacto: relacionado con los cambios provocados por la introduccion del Producto en el

entorno social;

- Aplicabilidad: se refiere a la facilidad con la que el Producto puede ser utilizado y la

posibilidad de replicabilidad en diferentes entornos y grupos sociales; - Innovacion:

entendida aqui como la intensidad de utilizacion de nuevos conocimientos utilizados para

crear el Producto. Se considerard Producto técnico y no tecnologico el producto derivado

de la adaptacion de conocimientos existentes;

- Complejidad: representa el grado de interaccion entre actores, relaciones y conocimientos

necesarios para la elaboracion y desarrollo del Producto.

La evaluacion de los productos se realizara observando su exploracion por parte de los mas
variados publicos que interactuan con los juegos, materiales o desafios creados y que se ponen a

disposicion de uso comun en ferias, eventos y en el espacio maker de la institucion.

Resultados

En las practicas desarrolladas durante el proyecto, diferentes juegos han sido creados y con los
cuales hemos explorado ideas de combinatoria, geometria espacial y geometria analitica.
Algunas de esas experiencias ya han sido reportadas en otros trabajos con mas detalles, como
por ejemplo los juegos QUARTO, SET y los PUZZLES GEOMETRICOS (Lieban et al., 2018;
Lieban et al., 2022; Lieban, Bueno y Lavicza, 2023). Parte de ellos aparecen en la Figura 1,

abajo, y pueden ser accedidas para mejor visualizacion en la presentacion de la conferencia.?®

26https://docs. google.com/presentation/d/1_Imi7UBgWcik5a7SZZVgVPOS5j7pDReBiRkx52FGdz7s/edit?usp=sharing
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ADAPTING CAMES & PUZZLES CON
Logical + - INECUACIONES: EL

Combinatorics + ¢ ERROR COMO

Spatial Reasoning L3 4 ~ HERRAMIENTA

9

EL JUEGO SET

Figura 1: Juegos y otros materiales disenados por estudiantes de high school y compartidos con

nifios en ferias y festivales de matematicas

En general, pese a que no todos se conectan de la misma forma con la préactica de creacion de
juegos y materiales, aquellos que se involucran mas, parecen demostrar un gusto especial en
saber que sus materiales pueden ayudar a otros nifios o jovenes con las matemadticas. Eso
demuestra una componente social importante para el trabajo desarrollado. El reto de crear un
material de su propia eleccion también es un aspecto importante del proceso de aprendizaje, una

vez que los estudiantes se conectan mas a la actividad.

Consideraciones Finales

En este proyecto buscamos valorar aspectos del analisis combinatorio y desarrollo espacial de
forma integrada, con un atractivo ludico y con la alternativa de diferentes recursos. Por lo tanto,
buscamos evaluar en qué sentido las propuestas presentadas se alinean con los supuestos
propuestos por la Base Curricular Comtn Nacional de Brasil, ya sea en términos de contenidos,
habilidades o metodologias.

Jugar y aprender son condiciones naturales en la vida diaria de los nifios. Desde el punto
de vista del nifo, estas actividades suelen ser inseparables (Samuelsson y Carlsson, 2008): ya
sea mediante manipuladores fisicos o mediante la interaccién con recursos digitales, que se
introducen en la infancia a una edad cada vez mas temprana, se puede despertar a los nifios a

aspectos importantes de matematicas mientras juegan o se enfrentan a desafios l6gicos. Para
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ello, el papel de mediacion (del docente, educador o familiar) es fundamental. Particularmente,
con este trabajo buscamos resaltar aspectos de la combinatoria (estrategias de contaje,
desarrollo del principio multiplicativo, reconocimiento de patrones...) y desarrollo espacial
(simetrias, visualizacion, modelizacion...) utilizando ejemplos que reunan la posibilidad de
explorar estos temas con un enfoque lidico. Ademas, nuestra premisa es presentar los mismos
materiales en diferentes formatos fisicos y digitales considerando las particularidades del
aprendizaje y las diferentes necesidades, condiciones y habilidades. Por eso, en el desarrollo de
estas propuestas integramos alternativas con materiales de bajo costo y también recursos
tecnologicos que cada vez ganan mas espacio en el ambito educativo, como impresoras 3D y
cortadoras laser, combinadas con el software GeoGebra de Matematica Dinamica.

Como limitacién de la herramienta, en algunos casos que los modelos dependian de
operaciones booleanas (diferencia de solidos), eso no fue posible con GeoGebra y tuvimos que
hacer en Tinkercad (sobre todo QUARTO y SET). También cabe destacar que para algunas
construcciones de los PUZZLES GEOMETRICOS, los excesos de ecuaciones podian
comprometer un poco la capacidad de respuesta de GeoGebra (un poco mas lenta).

Para elaborar estas propuestas, buscamos identificar coémo se alinean con los
presupuestos de la Base Curricular Comuin Nacional (BNCC) de Brasil en cuanto a los

contenidos, habilidades y metodologias a trabajar en la Educacion Basica.
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Resumen

Estamos atravesando tiempos de intensos cambios en la sociedad. Las tecnologias de la informacion y
la comunicacion (TIC) irrumpen en los procesos educativos incorporandose poco a poco, en todos los
niveles de ensefianza, y la matematica no estd exenta de ello.

A partir de reconocer el actual momento tecnologico y con la esperanza de afrontar los desafios de
ensefiar matemdtica en la era digital, surge “FotoGebra” (www.fotogebra.org), un concurso que reta
a estudiantes de Educacion Secundaria y Formacion Docente a crear un problema a partir de una
fotografia de su autoria, utilizando para su resolucion el software libre GeoGebra .

Esta propuesta, invita a descubrir la matematica en contextos reales y a explorar el potencial del
programa GeoGebra, al mismo tiempo que fomenta la creatividad.

El dinamismo del software favorece estudiar la situacion creada, elaborar conjeturas, ponerlas a
prueba, revisarlas y reelaborarlas, propiciando el aprendizaje mediante la investigacion y el
trabajo colaborativo.

Mediante la observacion de diversos trabajos presentados se podrd advertir que los estudiantes
desarrollan varias de las competencias digitales necesarias en la era actual, como ser
pensamiento critico y uso autonomo de las TIC, entre otras, ademds de propiciar modos no
tradicionales de hacer matematica.

Introduccion
Nos hallamos en una era marcada por rapidos y profundos cambios en todos los aspectos de la
sociedad. La revolucion tecnologica ha dejado una huella imborrable en la forma en que

vivimos, trabajamos y, por supuesto, aprendemos.

Cabe destacar que, en medio de los intensos cambios que atraviesa nuestra sociedad, la
pandemia mundial ha acelerado la adopcion de tecnologias de la informacion y la comunicacion

(TIC) en todos los ambitos, y la educacion no ha sido una excepcion.
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Las estrategias de aprendizaje de los estudiantes del siglo XXI se centran en las habilidades
propias de aquellos que han crecido en la era digital. Estos individuos adquieren conocimiento a
lo largo de su vida utilizando recursos en linea y compartiendo sus aprendizajes mediante

herramientas colaborativas de la web 2.0 tanto como usuarios como cocreadores (Cacheiro

Gonzalez, 2011).

En este contexto de transformacion, es claro que las herramientas digitales han irrumpido en los
procesos educativos, abriendo nuevas posibilidades y desafios. La matematica no queda exenta

de este impacto.

Asimismo, es esencial tomar en consideracion el fomento de la creatividad tanto dentro del
entorno educativo, como en los sistemas educativos en su conjunto (Craft, 2005; Lin, 2011;
NACCCE, 1999). Esta afirmacion es respaldada por la UNESCO (2017), la cual destaca que la
creatividad desempefia un papel crucial en la formacién de sociedades abiertas, inclusivas y
pluralistas. La creatividad juega un papel fundamental en la construccion de sociedades del

conocimiento dindmicas, innovadoras y prosperas.

Reconociendo la necesidad de adaptarse a este actual momento tecnologico y con la firme
esperanza de afrontar los desafios que impone la ensefianza de las matematicas en la era digital,
surge el concurso "FotoGebra". Este certamen, del cual se puede conocer mas en el sitio

www.fotogebra.org, se presenta como un desafio estimulante para todo aquel que desee

participar, aunque en sus comienzos solo estaba dirigido a estudiantes de Educacion Secundaria

(ES y ESS) y Formacién Docente.

La premisa fundamental de "FotoGebra" es simple pero poderosa: los participantes deben crear
y resolver un problema matematico a partir de una fotografia de su autoria. Este enfoque no
solo busca promover la creatividad y originalidad, sino también conectar el mundo visual con el

abstracto lenguaje de las matematicas.

De esta forma, al fusionar el pensamiento matematico con la habilidad de observacion y
representacion visual, pretende fomentar el desarrollo de competencias digitales esenciales en la
era actual, como el pensamiento critico y la utilizacién auténoma de las Tecnologias de la
Informacion y la Comunicacion (TIC), entre otras. (Ministerio de Educacion de la Nacion,

2017; Punie, 2012; Perrenoud, 2009).

La herramienta central para la resolucion de los problemas propuestos es el software libre
GeoGebra. Esta plataforma, que combina geometria, algebra, hojas de célculo, graficos (2D y
3D) y estadistica, proporciona un entorno dindmico que facilita la comprension y la resolucion

de problemas matematicos de manera interactiva. (Hohenwarter, 2014; Carrillo de Albornoz
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Torres, 2012). Al incorporar GeoGebra, software que permite la exploracion y el
descubrimiento, "FotoGebra" favorece la creatividad y el dominio de habilidades tecnoldgicas
fundamentales para el mundo actual (Rizzo y Costa, 2020; Rizzo, 2019). Por otro lado, los
participantes tienen la oportunidad de ser protagonistas de su aprendizaje, fusionando la
fotografia como expresion artistica con la l6gica matematica y el uso de GeoGebra (Furner y

Marinas, 2014).

Concurso FotoGebra

FotoGebra®’, una iniciativa que fusiona creatividad, tecnologia y matematicas, despliega sus
actividades a lo largo del ano, marcando hitos importantes en el calendario académico y

celebrando el encuentro entre la imagen y el pensamiento matematico.

Desde 2016, cada 14 de marzo, en celebracion del Dia Internacional de las Matematicas, se
inaugura una nueva edicién de FotoGebra, brindando la oportunidad de participar a estudiantes
de Educacion Secundaria, Formacion Docente y a cualquier persona interesada. Desde esta
fecha y hasta finales de noviembre, se reciben las contribuciones creativas de los participantes,

en cinco categorias diferentes.

La Categoria 1 est4d destinada a estudiantes entre 12 y 14 afios, correspondientes a 1°, 2° y 3°
afio de la Escuela Secundaria (ES) Argentina o el equivalente a su pais, mientras que la
Categoria 2 recibe trabajos de alumnos con edades entre 15 y 18 afios, de 4°, 5°, 6° y 7° afio de
de Escuela Secundaria Superior (ESS). En la Categoria 3, participan estudiantes de 1° y 2° afio
de carreras de Formacién Docente (Profesorado o Institucion educativa equivalente) y en la
Categoria 4 se presentan trabajos de estudiantes de 3°, 4° y 5° afio de Formacion Docente.
Finalmente, en la Categoria V, pueden participar todas aquellas personas que no estén incluidas
en las categorias anteriores. Las tematicas de los trabajos varian segun la categoria: las
Categorias 1 y 3 se centran en “Geometria”, las Categorias 2 y 4 en “Funciones”, mientras que

la Categoria 5 permite la participacion libre en cualquier tema.

Cada 12 de mayo, coincidiendo con el Dia Internacional de las Mujeres en Matematicas, se da
inicio el CICLO de TALLERES FotoGebra. Estos talleres, a cargo de grandes matematicos y
expertos en GeoGebra, estdn disefiados para inspirar y desarrollar diversas habilidades.
Ademas, proporcionan a los participantes una guia practica en la creacion de problemas

matematicos a partir de fotografias, utilizando el poderoso software.

27 Libro GeoGebra sintesis del concurso en https://www.geogebra.org/m/dupdmbtw
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La etapa de evaluacion de las obras se lleva a cabo en noviembre, culminando en una
exposicion virtual de las mismas en las redes sociales hacia fines de dicho mes. Esta muestra
digital, destaca la diversidad y la originalidad de los problemas matematicos creados por los
participantes brindando la oportunidad a aquellos interesados de votar por su obra preferida. El

trabajo mas votado recibe un reconocimiento especial.

Los primeros dias de diciembre marcan un momento trascendental con el anuncio de los
ganadores y la entrega de distinciones. Mediante un evento anunciado por las redes y
transmitido en directo por el Canal de Youtube de FotoGebra®, se reconoce y premia la
excelencia en la creacidn matematica, en cada categoria, estimulando el espiritu innovador y la

conexion entre la vision artistica y la resolucion de problemas.

Juntamente con la competencia principal, FotoGebra ofrece actividades complementarias que
promueven la educaciéon de la mirada matematica y la modelizacion de imdgenes con el
software. Estas incluyen talleres presenciales y virtuales, propuestas 4ulicas y otras iniciativas,
todas disefadas para enriquecer la ensefianza de las matematicas y ampliar su alcance

educativo. A continuacion, se ofrecen algunos ejemplos (Figura 1 y 2):

— -
,,,,,, -
wr (5 9) >
Figural Figura2
Rizzo K, (2020). Actividades para el aula Rizzo, K (2022). Propuesta aulica TL
https://www.geogebra.org/m/qhkd9bsd#chapter/856095 https://www.geogebra.org/m/fjw89gxb

Algunos trabajos distinguidos
La riqueza de la creatividad matematica se manifiesta de manera extraordinaria a través de las

contribuciones recibidas en este concurso, afios tras ano. Este certamen, que desafia a

28 https://www.youtube.com/c/FotoGebraRizzoK
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estudiantes a crear problemas matematicos a partir de sus propias fotografias, ha dado lugar a
una sorprendente variedad de obras, las mismas las podemos encontrar en el sitio web del

concurso como asi también en el de GeoGebra: https://www.geogebra.org/m/dupdmbtw. A

continuacion, se expondran algunas de ellas, divididas en dos grandes grupos. Por un lado,
encontraremos las que utilizan sélo la vista grafica 2D, y por el otro, las obras que utilizan la

vista grafica 3D y deslizadores.

Vista grafica 2D

En este grupo (Figura 3, 4, 5 y 6), las obras se centran exclusivamente en la vista grafica 2D.
Estas creaciones, que prescinden de la tercera dimension y de deslizadores, exploran la riqueza
de las formas y patrones, para dar solucidon a sus interrogantes, utilizando la capacidad de la
vista grafica 2D, transmitiendo conceptos matematicos de manera clara y precisa, demostrando

que incluso en dos dimensiones, la creatividad puede trascender cualquier limite preconcebido y

alcanzar el objetivo propuesto.

Figura 3 Figura 4
Decoracion Geométrica Lanzamiento parabdlico de Magma
Brisa Yasmin Keberlein y Oreana Martinez Paz. Raquel Martin Dominguez y Marta Talavera Hernandez
Argentina. Categoria I. Ediciéon 2019 Espaiia. Categoria I1. Edicion 2021
https://www.geogebra.org/m/tmxc3e7f https://www.geogebra.org/m/etxkxyuj
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iCudl es el drea ocupada por un tanel subterraneo?
&Cudl es la altura maxima que debe tener un tanel
subterraneo?

Figura 5 Figura 6

Icono Familiar A Través del Tunel
Lucia Gonzalez. Argentina Gomez Natalia y Sena Lidia. Argentina
Categoria III. Edicién 2019 Categoria IV. Edicion 2018
https://www.geogebra.org/m/tufphruj https://www.geogebra.org/m/vdahzqn7

Vista grafica 3D y deslizadores

En el segundo apartado (Figura 7, 8, 9 y 10), nos encontramos con obras que incorporan la vista
grafica 3D y deslizadores. Estas creaciones dindmicas no solo trascienden el plano
bidimensional, sino que también introducen la capacidad de interactuar con pardmetros
variables. Desde complejas estructuras geométricas en 3D hasta representaciones matematicas
que cobran vida con la manipulacion de deslizadores, estas obras destacan el potencial
transformador de la tecnologia en la expresion matematica. La visualizacion en tres
dimensiones y la capacidad de ajustar variables permiten a los creadores explorar conceptos
matematicos de manera mas profunda y participativa, llevando la experiencia matematica a

nuevos horizontes.

VOLUMEN DE LA MEDIA ESFERA DEL GIRASOL

La abejita miiy cerca del centro de fa matematica

v

Figura 7 Figura 8
La abejita muy cerca del centro de la matematica La Farola Inteligente
Evethsy Mayte Nuiiez Maza. Peru. Airam Falcon. Espaiia.
Categoria I. Edicion 2021 Categoria II. Edicion 2021
https://www.geogebra.org/m/zxxdxbzy https://www.geogebra.org/m/p3gnrhpg
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Figura 9 Figura 10

La cupula de Taylor El volumen de nuestros corazones
Franco Parodi, Gustavo, Franco Parodi Agustina Cabrera Laura y Torales Jesica. Argentina.
y Almeyra Nadia. Argentina. Categoria III. Edicién 2022 Categoria IV. Edicion 2021
https://www.geogebra.org/m/zknSe8yf https://www.geogebra.org/m/ehe9g7b9
Conclusion

En el presente texto se puede advertir que FotoGebra alienta a los participantes a explorar el
entorno que los rodea, capturando imagenes matematicas, y a llevar a cabo la modelizacion
utilizando GeoGebra para dar solucidn a sus interrogantes. Asimismo, con propuestas aulicas,
talleres y otras actividades, se busca no solo inspirar, sino también empoderar a los participantes
para que integren la creatividad visual con el poder de las herramientas tecnoldgicas en su viaje

matematico y adquirir las competencias digitales necesarias en la actualidad.

Las obras expuestas en el ultimo apartado representan la diversidad y la profundidad de la
creatividad matematica desencadenada por FotoGebra. Ya sea utilizando la vista grafica 2D o
3D con deslizadores, nos invitan a contemplar la belleza de la unién entre la imagen, GeoGebra
y las matematicas, demostrando que el pensamiento matematico puede manifestarse de maneras

infinitamente diversas.

En suma, FotoGebra emerge como una experiencia educativa dindmica, que desea inspirar a
futuras generaciones a percibir las matematicas como una disciplina vibrante y relevante, y que
no s6lo abre nuevos caminos para el aprendizaje matematico en la era digital, sino que también

impulsa el desarrollo integral de competencias cruciales para el siglo XXI.
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Resumen

Jugar nos gusta tanto a nifios como a adultos. Nos convoca, nos motiva, nos apasiona. El juego
es también un medio para el aprendizaje. En particular, en el campo de las matemdticas, nos
permite idear e implementar estrategias, probar y equivocarnos, y mejorar la siguiente vez.
Nos permite poner en accion saberes adquiridos previamente, y desarrollar nuevos.
Lamentablemente en las aulas no siempre disponemos de suficiente tiempo para jugar con
nuestros alumnos, ya que muchas veces debemos correr detrds de cronogramas y calendarios
académicos. Sin embargo, los microjuegos, juegos simples y cortos que apuntan a objetivos
muy especificos de aprendizaje, pueden colarse con facilidad en nuestras planificaciones, y
brindarnos gran parte del potencial diddctico de lo ludico.

Por otro lado, tenemos a GeoGebra, que entre todas las posibilidades que nos brinda, nos
permite crear juegos educativos o aprovechar aquellos creados por otros usuarios, y
GeoGebra Classroom que, sin haber sido creado para este fin, nos ofrece un entorno ideal
para la ejecucion de ciertos tipos de microjuegos. En esta conferencia, se discutiran todas estas
cuestiones y se ofrecen numerosos ejemplos de recursos listos para llevar al aula.
Introduccion

El uso de juegos en la ensefianza de las matematicas es un tema con una larga historia tanto en
las aulas en si mismas, como en el debate académico.

Para Miguel de Guzman (1989), la matemadtica es una actividad polifacética, y entre sus
multiples facetas se incluye la de ser una actividad artistica y ladica. Luego de establecer un
paralelismo entre matematicas y juego mucho mas profundo, este autor dedica parte de su
articulo al uso de juegos en la ensefianza de la matematica. Entre sus beneficios destaca la
motivacion y la diversion como forma de popularizacion de la disciplina, asi como también el
desarrollo mismo de procesos de pensamiento que son importantes para el quehacer
matematico, como las habilidades heuristicas o el desarrollo de estrategias.

Garcia Azcérate (2019), en una linea similar a la de Guzman, sefiala que la utilizacioén de juegos
en la ensefianza ayuda a contrarrestar la imagen social que se tiene acerca de la matematica
como una cosa seria, dificil y aburrida, mejorando la motivacion del alumnado. Pero, ademas,

indica que los juegos permiten reforzar destrezas y automatismos, introducir nuevos conceptos,

y utilizar estrategias ligadas a la resolucion de problemas como escoger alternativas, tomar
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decisiones, anticipar resultados, y memorizar situaciones. Destaca también que, en el juego, los
errores no se penalizan verdaderamente, y que las correcciones pueden venir naturalmente
desde el lugar de los pares, de los compaiieros de equipo, alentando a la participacion de
aquellos estudiantes que menos se atreven a intervenir en la clase.

Lamentablemente, la realidad cotidiana de las aulas no siempre deja lugar para lo ludico. Los
programas curriculares muchas veces sobrecargados de tematicas a abordar, la burocracia
habitual de las instituciones educativas, e incluso las ideas de algunos padres de alumnos y
directivos, que pueden considerar estas actividades como pérdidas de tiempo, conducen a los
docentes a pensar dos veces antes de llevar adelante este tipo de actividades aulicas.

Sin embargo, existe un cierto tipo de juegos, conocidos como microjuegos, que pueden resultar
ideales para aquellos docentes que se sientan condicionados por las mencionadas razones.

Un microjuego educativo puede definirse como un juego digital relativamente simple con un
objetivo de aprendizaje especifico que puede jugarse con facilidad y en un corto periodo de
tiempo (Rahmadi, et al. 2022). No ocupan, entonces, un tiempo demasiado considerable de la
clase, y permiten, a pesar de ello, explotar su potencial didactico.

Por otro lado, se tiene GeoGebra, que es un software libre creado para la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica. Por sus prestaciones, posibilita su utilizacion como herramienta
de autor para la creacion de diversos recursos educativos abiertos, entre ellos, microjuegos.
Ademas, posee un repositorio de recursos en el cual los usuarios comparten sus creaciones para
que puedan ser reutilizados y adaptados en forma libre por otros.

En el espacio de esta conferencia, invito a los asistentes a conocer varios ejemplos de la manera
que, a mi humilde entender, es la mejor posible: jugando. De esta forma, los participantes
pueden conocer varias de estas aplicaciones, vivenciar aquello que el estudiante experimenta, y
ver cuan simple resulta para el docente crear una leccion de GeoGebra Classroom y utilizarla

para hacer un seguimiento en tiempo real del desarrollo de la actividad.

Los juegos

La totalidad de los juegos seleccionados para compartir en la conferencia puede encontrarse en

el siguiente enlace: https:/www.geogebra.org/m/ygrayknx. Algunos de ellos fueron
desarrollados por mi para mi propio estudiantado, otros pertenecen al repositorio de materiales

creados por la comunidad y otros a la recientemente publicada coleccion de recursos del equipo
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de contenidos de GeoGebra. En esta seccion se realiza una reseia de algunos de los ejemplos
objeto de la conferencia.

En primer lugar, se presenta el Bingo de fracciones, que consta de dos applets. Uno de ellos es
el bolillero, manejado por el docente quien lo proyecta para que los estudiantes puedan ver las
bolillas que salen. El otro es el carton de bingo, que se asignara a los estudiantes mediante
GeoGebra Classroom. Cada estudiante o, si se desea realizar esta actividad en forma grupal,
cada grupo, obtendra un cartoén con fracciones aleatorias. En la Figura 1 se presentan capturas

de pantalla de ambos applets.
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Figura 1 — Arriba, captura de pantalla del bolillero del docente. Abajo, captura de pantalla de un
carton del Bingo de fracciones.

Las fracciones salen del bolillero simplificadas, pero en los cartones no siempre lo estan, por lo

que los estudiantes deberan estar atentos a la presencia de fracciones equivalentes.

No es necesario explicar las reglas del juego, ya que el bingo es un juego suficientemente

conocido por el publico en general. Si algun alumno no lo conociese, sus compaiieros podran

explicarlo muy brevemente.
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Este juego puede servir para hacer una evaluacion diagnostica del desempefio de los estudiantes
en el tema del reconocimiento de fracciones equivalentes sin que ellos sientan que estan siendo
examinados. Puede servir también a modo de practica luego de haber abordado el tema.

Por otro lado, se presenta el Juego de dibujar d&ngulos, que de momento se encuentra disponible
solo en inglés. El applet da en forma aleatoria la medida de un &ngulo y el jugador debe
arrastrar un punto para hacer rotar un segmento alrededor de un centro hasta que considere que
la apertura lograda tiene la medida del angulo que le fue asignada (ver Figura 2). El sistema le

otorgard un puntaje que dependera de cuan cerca haya estado la medida lograda de la solicitada.

Draw an angle of 79°

v

Attempts = 2, Points = 3 SKIP ANIMATION

Figura 2 — Captura de pantalla del juego de dibujar angulos.

Cuando se suelta el punto movil, una animacién muestra la solucion correcta, lo que puede
ayudar al jugador a saber qué tan cerca o lejos estuvo y mejorar en los siguientes intentos.

Jugar con esta aplicacion puede contribuir a afianzar la nocion de grado y a mejorar la intuicion
acerca de lo que significa la medida de un 4ngulo.

Una posibilidad para implementar este juego en el aula consiste en fijar de antemano la
duracion que se le dard a la actividad (pueden ser unos 5 o 10 minutos), pausar la clase de
GeoGebra Classroom hasta que todos los participantes estén conectados y cronometrar el
tiempo transcurrido desde que se quita la pausa. Una vez alcanzado el limite de tiempo
acordado se vuelve a pausar y se analiza qué jugador obtuvo mas puntos.

Si bien con este juego es mas dificil implementar una dinamica grupal, no es imposible: los
alumnos pueden participar en parejas ayudandose a decidir en qué lugar soltar el punto movil,

promoviendo asi la discusion entre pares de las estrategias para determinar la solucion.
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Por ultimo, se presenta la Carrera de caballos, que es version de un juego clasico utilizado para
la ensefianza de la estadistica. El applet muestra 11 caballos numerados del 2 al 12 en la linea
de salida. Se tiran dos dados y se hace avanzar un lugar al caballo cuyo nlimero se corresponde
con la suma de los valores que muestran los dados. El procedimiento se repite hasta que alguno
de los caballos alcanza la meta.

La ventaja de realizar este juego en GeoGebra Classroom es que se puede pedir a los
estudiantes que digan antes de jugar qué caballo creen que ganard, y se puede obtener con gran
facilidad un gréafico de barras con sus respuestas, como se muestra en la Figura 3. Luego, se
puede pedir a cada estudiante que juegue una carrera e indique qué caballo efectivamente gano

y obtener un nuevo grafico de barras.

Después de jugar...
Indica qué caballo ha ganado la carrera.

Figura 3 — Gréafico de barras obtenido con GeoGebra classroom a partir de una pregunta de
opciones multiples.
Luego de jugar, se puede comenzar a discutir con los estudiantes por qué hay caballos que
ganan mas veces que otros, a qué se debe la forma del grafico de barras obtenido, como
cambiaria el aspecto del gréafico si en lugar de que se moviera el caballo que se corresponde con

la suma de los dados, se moviera el que corresponde a la resta, etcétera.

A modo de cierre

En mi experiencia personal, estas actividades ayudan a conseguir un clima mas distendido en el
aula, y esto promueve que los estudiantes debatan mas entre si, dialoguen mas abiertamente con
los docentes y pierdan un poco ese miedo a equivocarse en el salon de clase. También ayuda a
que vean y experimenten otra cara de las matemadticas, mas amigable y entretenida, lo que

ayuda a derribar muros que interfieren negativamente en el aprendizaje.
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Es por esto que se espera que esta conferencia logre motivar al profesorado a implementar
microjuegos en el aula, a partir de dar a conocer diversos ejemplos desarrollados con GeoGebra,
permitir a los participantes vivir la experiencia de esta dindmica aulica y ensefiar lo simple que
es la creacion de una leccion en GeoGebra Classroom para el seguimiento en tiempo real de las
actividades de los estudiantes.

Todos los juegos presentados quedan a disposicion del publico para su utilizacion en forma

libre y gratuita, en concordancia con la vision y mision de GeoGebra.
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Resumen

Desde su origen, GeoGebra esta disefiado especificamente para mostrar la representacion
dual, grafica y algebraica, de los objetos matemdticos. Mostraré algunas técnicas que explotan
las posibilidades didacticas de esta dualidad. Estos procedimientos, expuestos a estudiantes de
15 0 16 anios, son tan sencillos, atractivos y rapidos de crear que permiten que sean los propios
alumnos quienes los generen y utilicen desde cero... jcon todo éxito! A pesar de su sencillez,
son tan poderosos que nos permiten bucear en profundidades matemdticas prdcticamente
inabordables en el aula de secundaria sin la ayuda de GeoGebra, desde estructuras
algebraicas (como los cuerpos) hasta métricas no euclidianas (como la del taxi).

Versiones interactivas

Todas las construcciones GeoGebra usadas en esta presentacion han sido realizadas por el
presentador. El contenido integro de la conferencia estd disponible (en espafiol, inglés y
portugués), respetando el formato original usado en la misma (que permite la descarga
simultanea de los archivos que la compone), en la siguiente direccion:

e https://geogebra.es/principia/

Existe otra version (también en los tres idiomas), distribuida en libros GeoGebra:

e https://geogebra.org/m/vbvavijz

Introduccion

El objetivo principal de esta conferencia es mostrar la estrecha relacion entre los
procedimientos algebraicos y geométricos (Recio, 1998) usando GeoGebra. Gran parte del
tiempo lo dedicaré a presentar actividades que pueden ser abordadas por estudiantes de
educacion secundaria mediante construcciones realizadas por si mismos (lo que activa el efecto
IKEA: valoramos mas lo que somos capaces de construir nosotros mismos). Al margen de que
se pueden emplear de modo esporadico para explorar algunos contenidos especificos, este tipo
de construcciones adquiere toda su potencia didactica en una ensefianza de las matematicas

basada en la adquisicion de competencias (Alvarez y Losada, 2011).
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Primero, detallaré procedimientos muy sencillos que aprovechan la fuerte interconexion entre
geometria y algebra que da nombre a GeoGebra —de ahi el titulo de Principia— y permiten
proponer a estudiantes de secundaria (de unos 15 o 16 afos) exploraciones matematicas "en
principio" fuera de su alcance, dejando a las poderosas herramientas de GeoGebra el pesado

calculo algebraico y geométrico (Losada, 2008).

Posteriormente, mostraré algunas ideas para realizar construcciones algo mas sofisticadas, pero
no menos atractivas, que pueden servir de modelo para ser analizadas o modificadas por el
alumnado, como el uso de listas para crear un modelo de la Tierra, o el uso de vectores y
guiones para crear una "geometria eldstica" que permita disefar, por ejemplo, mecanismos

articulados o tensegridades.

Técnica del offset dinamico con rastro decreciente activado

Creamos un deslizador d con valor "incrementando una sola vez" y velocidad —1 (para que
decrezca en vez de crecer). Con €1, podemos obtener facilmente rectas paralelas a una distancia
decreciente d de una recta r dada:

e Traslada(r, d VectorNormalUnitario(r))

e Traslada(r, — d VectorNormalUnitario(r))

O paralelas a una circunferencia ¢ dada (supongamos de centro O y radio q):
e Circunferencia(O, q + d)

e Circunferencia(O, q — d)

O a un punto A dado, considerandolo como una circunferencia de radio 0:

e Circunferencia(A, d)

Asignamos un color diferente a cada paralela, o par de paralelas, activamos su rastro y

animamos el deslizador. Hemos terminado.

A cualquiera de estos procedimientos lo denominaré offset (decreciente) y lo denotaré, segun el
caso, como r(d), c¢(d) o A(d). Asi, al ejecutar simultaneamente A(d) y B(d), las circunferencias
decrecientes centradas en los puntos A y B dejan un rastro de color cuyo contraste (pues los

colores son diferentes) representa la mediatriz del segmento AB.
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Técnica de la creacion de curvas implicitas desde definiciones CAS

Una vez creados la recta r, la circunferencia c y el punto A, definimos en la vista CAS:
o X:=(x,y)

e Xr(x,y) := Distancia(X, r)

o Xc(x,y) = Distancia(X, c)

e XA(x,y) = Distancia(X, A)

Observemos que no hemos hecho uso de ninguna formula. Sin embargo, ahora basta introducir
en la vista algebraica la expresion XA — Xr = 0, por ejemplo, para obtener la grafica

correspondiente (en este caso, la de la pardbola de foco A y directriz r).

Combinacion de las dos técnicas

Los dos procedimientos anteriores son faciles de trasladar al aula. Usandolos de modo separado
o combinado (opcion que denotaré con el simbolo ), obtenemos rapidamente un aluvién de
resultados. Por ejemplo, en la anterior figura se ha combinado el uso simultaneo del offset A(d)
y del offset r(d) con la curva implicita XA — Xr = 0. En las siguientes lineas muestro otros
ejemplos, indicando la técnica empleada y su resultado, siendo k una constante positiva; A, By

C puntos; 1, s y t rectas; ¢ y ¢' circunferencias:
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e A(d)yB(d) & XA — XB = 0: mediatriz del segmento AB.

e A(d), B(d) y C(d): circuncentro del triangulo ABC.

e Offset en un conjunto de puntos: diagrama de Voronoi.

o 1(d)ys(d) @ Xr— Xs=0: bisectrices de ry s.

e 1(d), s(d) y t(d): incentro y exincentros del tridangulo formado porr, s y t.

e Offset en los vértices y lados de un poligono: esqueleto del poligono.

e c(d)yc'(d) @ Xc—Xc'=0: rama de hipérbola y (si ¢ interseca a c') elipse.
o A(d)yB(k/d) @ XA XB = k: 6valo de Cassini y lemniscata de Bernoulli.
e A(d)yB(kd) @ XA /XB = k: circunferencia (curiosamente).

o A(d)yr(kd) @ XA/ Xr=k: conica de excentricidad k.

El juego no acaba aqui. Podemos generalizar las sumas y diferencias a cualquier expresion
polinomica de distancias entre puntos, punto y recta, punto y circunferencia, etc. Surgen asi
conicas y cudrticas (6valos cartesianos, productos de rectas...), el caracol de Pascal, asi como
curvas de grado superior producto de las anteriores. También podemos visualizar

simultaneamente varios elementos de una misma familia de curvas.

En algunos casos, podemos establecer las ecuaciones algebraicas e inecuaciones
correspondientes (limitadas en GeoGebra, al menos de momento, a los casos en que la
inecuacion o bien sea cuadratica o bien sea lineal en una de las variables). Por ejemplo, tras
definir en la vista CAS los cuadrados de las distancias euclidianas:

o XA2(x,y) := Simplifica(XA"2)

e XB2(x,y) := Simplifica(XB"2)

podemos representar, para un valor dado de k:

e 4XB2XA2=(k*-XA2-XB2)

o 4 XB2XA2<(k?*—XA2-XB2)y
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También podemos definir 4ngulos en vez de distancias. Asi, una vez creados los puntos A y B,
el angulo AXB se define en CAS (de nuevo, sin usar formulas) como:

o AXB(x,y) := Angulo(A, X, B)

Esto permite encontrar lugares como AXB — XB = 0, o puntos como la interseccion de AXC —
BXC =0y AXB — AXC = 0 (primer punto isogonico del tridngulo ABC, coincidente con el
punto de Fermat F si ningin angulo del tridngulo supera los 120°).

/
J
/
/

/
/
AXB — AXC =0 j

|

\

Finalmente, debemos afiadir que podemos generalizar el uso del offset a una curva cualquiera,
ademads de a un punto, una recta o una circunferencia, siempre que podamos calcular el vector
normal de cada punto de ella. Asi podemos, por ejemplo, representar 3-elipses realizando offset

sobre una elipse y una circunferencia o 4-elipses (figura) realizando offset sobre dos elipses.

XA+ XB+ XC + XD =k

Si no fuese posible obtener el vector normal, siempre queda el recurso de usar el escdner de
color dinamico (Losada et al., 2009; Losada, 2022). La siguiente figura muestra el resultado de

aplicarlo para representar el lugar de los puntos equidistantes de dos curvas cerradas.
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Distancia taxi

Aplicando estas técnicas, resulta facil analizar la Geometria del Taxi (Losada, 2023). En ella,
las distancias se miden en horizontal y vertical, nunca en diagonal. Asi, la distancia taxi de un
punto arbitrario X(X, y) al punto A es la suma de las diferencias absolutas de sus coordenadas.
En la vista CAS (ahora es precisa la formulacion explicita, pues GeoGebra no ofrece ningun
comando para calcular esta distancia), definimos:

o XA(X,y) = [x—=x(A)+ |y —y(A)

La distancia taxi es especialmente sencilla para ser introducida como proyecto de investigacion
en la ensenanza secundaria, ya que su forma algebraica conlleva la aparicion de (un nimero par
de) ecuaciones lineales. La definicion de esta nueva distancia no impide aplicar, sin mayor
dificultad, las dos técnicas anteriores al estudio de la nueva geometria y compararla con la

euclidiana.

Asi, podemos observar que ahora los puntos que equidistan de A conforman una circunferencia
cuadrada (de diagonales paralelas a los ejes), de perimetro 8 veces el radio, por lo que la razon

con su didmetro vale 4 (en vez de 7).

XA —-k=0

También podemos observar el comportamiento, a menudo sorprendente, de otros objetos
geométricos y sus relaciones, como mediatrices, inversiones, diagramas de Voronoi (figura),
poligonos, rotaciones, conicas, funciones trigonométricas (la funcién seno, por ejemplo, es

lineal a trozos), etc.
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Construccion geométrica de un cuerpo

Hasta aqui, hemos usado el algebra para facilitar la observacion de lugares geométricos.
Veamos ahora un ejemplo del proceso reciproco: el uso de la geometria para facilitar la
observacion de estructuras algebraicas. Normalmente, pensamos en las estructuras algebraicas
(grupos, anillos, cuerpos...) como algo inherente a ciertas estructuras numéricas, como los
nimeros enteros o los numeros reales. Sin embargo, podemos crear estructuras geométricas
equivalentes, con la ventaja de que asi podemos visualizar cada operacion aritmética como una
construccion geométrica, y observar, por ejemplo, como el producto de dos nimeros negativos

€s positivo.

Dos puntos distintos, O (serd el elemento neutro para la suma) e I (neutro para el producto),
determinan una direccion, una orientacion (de O a I), un segmento Ol (segmento unidad), una
recta r y la circunferencia o centrada en O de radio Ol (circunferencia unidad). A partir de aqui,
podemos construir puntos simétricos, mediatrices, puntos medios, perpendiculares, paralelas e
inversiones. Ahora ya podemos definir las cuatro operaciones aritméticas y una relacion de
orden. Dados A y B dos puntos de r, definimos:

e A + B: resultado de reflejar O en el punto medio de A y B.

e A —B: resultado de sumar A + B', siendo B' el simétrico de B respecto O.

e A x B: creamos el producto construyendo triangulos semejantes (figura).
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e A/ B: resultado de multiplicar A x B!, siendo B! la inversion de B respecto a o.

® Orden (I' simétrico de I respecto a O): A<O :©AI'<ALA<B:©A-B<O

Con todo ello, hemos creado una estructura de cuerpo, y podemos comprobar, visualmente,

todas y cada una de sus propiedades.

Listas de poligonales
Las listas de GeoGebra permiten agrupar en un solo objeto una gran cantidad de informacion.
Por ejemplo, 6 122 coordenadas terrestres se convierten en una Unica lista de poligonales que

representa la linea costera de los continentes. Obtenemos asi una plantilla de la Tierra.

Con ese modelo disponemos de un escenario donde realizar multitud de actividades, desde
observar elementos geograficos (polo, meridiano, paralelo, punto cardinal, ecuador, trépico,
circulo polar...), hasta realizar andlisis y mediciones (latitud, longitud, rumbo, loxodromia,
distancias ortodromicas, tridngulo esférico...). Como anécdota, este modelo puede servir de
muestra del espiritu de colaboracion que, desde su inicio, caracteriza a los recursos creados por
la comunidad GeoGebra. Usandolo como plantilla, Chris Cambré publico, en neerlandés e
inglés, un libro GeoGebra sobre proyecciones cartograficas y otro sobre Mercator.
Posteriormente, Carmen Mathias tradujo ambos libros al portugués. Cerrando el circulo, yo los
traduje al espafiol. Esta actitud colaboradora adquiere actualmente su maxima expresion en el

foro multilingiie (en Reddit) de GeoGebra.

Si ahora anadimos la 6rbita solar aparente y la ecuacion del tiempo, dispondremos de una esfera
armilar que nos permite analizar el paso del tiempo (el comando TomaTiempo obtiene la hora y
fecha del dispositivo que estemos usando) y su efecto: calendario y reloj en tiempo real, UTC,
estaciones, cénit, oblicuidad de la ecliptica, punto Aries, equinoccio, solsticio, coordenadas

celestes, analema (otra poligonal mas), horizonte celeste, orto y ocaso (y, por lo tanto, duracion
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del dia y la noche), las 88 constelaciones actuales (aun mas poligonales), zodiaco, estrellas mas

brillantes, etc.

A veces podemos ahorrarnos el trabajo de importar los vértices. La lista de vértices de una
poligonal se puede ampliar sucesivamente de modo automatico. Un ejemplo tipico en la que se
puede aplicar esta técnica es la representacion de fractales, como el que sigue el proceso
iterativo de las fases de construccion del copo de nieve de Koch (la poligonal de la figura tiene

10 000 vértices, y no es el mayor numero que admite GeoGebra) o el correspondiente anticopo.

Técnica de flexibilizacion de los objetos dependientes: Geometria Elastica

Normalmente, un punto o estd o no estd en una posicion dada. Pero, gracias a los guiones y a
los vectores, podemos flexibilizar esta situacion, dotando a los puntos de la capacidad de
moverse libremente y, a la vez, mantener cierta relacién con otros puntos. Asi pues, en vez de
fijar una posicion determinada para cada punto, podemos fijar una relaciéon con el resto de
puntos. Por ejemplo, un punto libre Q permanecera en todo momento a 5 unidades del punto
libre P si, al actualizar la posicion de P, se ejecuta automaticamente el guion asociado a P:

e Valor(Q, P +5 VectorUnitario(Q—P))
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He aqui algunas posibilidades del uso de guiones asociados, segun el caso, a la actualizacion de

algiin objeto o a un deslizador permanentemente animado:

e Generar el movimiento eliptico de la Tierra (T) alrededor del Sol, usando solo el vector
gravedad g —gracias a sir Newton y sus Principia—y el vector velocidad v, sin ecuaciones ni
lugares geométricos (Feynman et al., 1964). Este guién consta Unicamente de dos
instrucciones simplisimas:

o Valor(v,v+0.03 g)
o Valor(T, T+ 0.03 v)

o

e Disefiar modelos articulados (Recio et al., 2022) que se comporten como lo haria el modelo

fisico (en la figura, ocho vértices libres), pero sin sus limitaciones fisicas.

B
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e Confinar varios puntos libres en una superficie esférica y dejar que sean los vectores de
repulsion entre ellos los que provoquen, sin férmula alguna, la aparicion de la configuracion

que los separa lo maximo posible.
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e Definir vectores en diferentes sentidos (arriba, abajo, izquierda, derecha) y dejar que el

guion aproveche, en cada instante, solo aquellos que acercan los puntos al objetivo deseado.
En este ejemplo, simulacion del conocido experimento con pelicula jabonosa, los puntos
prueban varios movimientos antes de decidirse por aquellos que minimizan la longitud total
del perfil y, por tanto, el area total de la superficie (en este caso, se dirigen, sin saberlo, a los
puntos de Steiner de los cuatro vértices). Los movimientos son escalados. Esto significa
que, en principio, cada punto decide si al moverse en uno de los cuatro sentidos un paso de
longitud k = 0.1, la longitud total disminuye o no. En el caso de que no disminuya en ningin
sentido, el valor k se divide entre 10 antes de que el guidn se vuelva a ejecutar. Y asi hasta
que GeoGebra no distinga de cero el valor de k. De este modo, la precision del movimiento

es, en cada etapa de aproximacion, cada vez mayor.

be

'q

Construir tensegridades espaciales, tensando continuamente la estructura gracias a los
vectores, obedientes al correspondiente guion. En este ejemplo, partimos de barras pegadas
dos a dos. Al ejecutar el guion, las barras se separan hasta que la direccion de la fuerza
resultante (el vector de la figura) coincida con la de una barra. En ese momento, habremos

alcanzado la estructura correspondiente al icosaedro de Jessen.
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Conclusion

La actual version de GeoGebra es mucho mas compleja que aquella primera de hace un par de
décadas. Contamos con tantos procedimientos y comandos que es necesaria una planificacion
previa para decidir, segin sea el contexto, cudles de ellos realmente necesitamos para alcanzar
nuestros objetivos didacticos. En esta presentacion hemos comprobado, con numerosos
ejemplos, que GeoGebra permite afrontar una gran variedad de problemas con un minimo de
medios. Mientras los comandos CAS hacen posible trascender, en algunos casos, la dificultad
que supone la introduccion del algebra en la educacion secundaria, las listas, los vectores y los
guiones afiaden facilidad para representar situaciones flexibles, dinamicas e interactivas. Y, a
menudo, tremendamente atractivas, tanto en el sentido estético como en el sentido de que
invitan a crear nuestras propias construcciones (recordemos el efecto IKEA), lo que favorece la

adquisicion de la competencia matematica.
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Nucleo tematico: GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de la Matematica en
las diferentes modalidades y niveles educativos.

Modalidad: CB
Nivel educativo: Primario (6 — 11 afios)
Palabras clave: LOMLOE, GeoGebra, competencia especifica, sentido numérico

Resumen

Se presentardan, a modo de ejemplo, algunas actividades GeoGebra y se determinara su
coherencia con el curriculo educativo espaiiol establecido por la nueva ley orgadnica
espainiola de Educacion, denominada LOMLOE, de 29 de diciembre de 2020. Para este
andlisis se tendrdn en cuenta las competencias especificas, los criterios de evaluacion y
los sentidos matemdticos. El objetivo de esta comunicacion es describir algunos
aspectos de la LOMLOE y mostrar la idoneidad de GeoGebra como herramienta para
la ensenianza y aprendizaje de las Matematicas, segun el curriculo establecido por
dicha ley.

El sistema educativo espafiol en los niveles educativos de Infantil, Primaria, ESO y
Bachillerato ha iniciado la aplicacion gradual del curriculo establecido en la nueva “Ley
organica de modificacion de la LOE”, de acronimo LOMLOE, de 29 de diciembre de
2020 [1]y [2].

El curriculo LOMLOE de Educacion Primaria se estructura de la siguiente forma, como
se explica en la web educagob del Ministerio de Educacion y Formacion Profesional

del Gobierno de Espafia [3]:
¢ Fines, principios generales, principios pedagdgicos y objetivos.
e Perfil de salida del alumnado.
e Competencias clave.
e Competencias especificas, criterios de evaluacion y saberes basicos de cada area.
¢ Situaciones de aprendizaje.

Hay seis areas que se imparten en todos los cursos:
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5.

6.

Conocimiento del Medio Natural, Social y Cultural.

Educacion artistica.

Educacion Fisica

Lengua Castellana y Literatura.
Lengua Extranjera

Matematicas.

En esta comunicacion, presentaremos algunas actividades matemadticas creadas con

GeoGebra, adecuadas para el primero y segundo ciclos de Educacion Primaria (6 — 7y 8

— 9 afios). Se analizaran las competencias especificas y saberes basicos del area de

Matematicas que se desarrollan mediante el trabajo con estos applets.

Competencias especificas y saberes basicos del area de Matematicas

En el area de Matematicas, el curriculo LOMLOE de Ed. Primaria recoge las siguientes

ocho competencias especificas [2], que se refieren a aspectos cognitivos, habilidades de

comunicacion y aspectos afectivos y sociales:

1.

4.

Interpretar situaciones de la vida cotidiana, proporcionando una representacion
matematica de las mismas mediante conceptos, herramientas y estrategias, para

analizar la informacioén mas relevante.

Resolver situaciones problematizadas, aplicando diferentes técnicas, estrategias
y formas de razonamiento, para explorar distintas maneras de proceder, obtener
soluciones y asegurar su validez desde un punto de vista formal y en relacion

con el contexto planteado.

Explorar, formular y comprobar conjeturas sencillas o plantear problemas de
tipo matematico en situaciones basadas en la vida cotidiana, de forma guiada,
reconociendo el valor del razonamiento y la argumentacion, para contrastar su

validez, adquirir e integrar nuevo conocimiento.

Utilizar el pensamiento computacional, organizando datos, descomponiendo en
partes, reconociendo patrones, generalizando e interpretando, modificando y
creando algoritmos de forma guiada, para modelizar y automatizar situaciones

de la vida cotidiana.
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5. Reconocer y utilizar conexiones entre las diferentes ideas matematicas, asi como
identificar las matematicas implicadas en otras areas o en la vida cotidiana,
interrelacionando conceptos y procedimientos, para interpretar situaciones y

contextos diversos.

6. Comunicar y representar, de forma individual y colectiva, conceptos,
procedimientos y resultados matematicos, utilizando el lenguaje oral, escrito,
grafico, multimodal y la terminologia apropiados, para dar significado y

permanencia a las ideas matematicas.

7. Desarrollar destrezas personales que ayuden a identificar y gestionar emociones
al enfrentarse a retos matemadticos, fomentando la confianza en las propias
posibilidades, aceptando el error como parte del proceso de aprendizaje y
adaptandose a las situaciones de incertidumbre, para mejorar la perseverancia y

disfrutar en el aprendizaje de las matematicas.

8. Desarrollar destrezas sociales, reconociendo y respetando las emociones, las
experiencias de los demas y el valor de la diversidad y participando activamente
en equipos de trabajo heterogéneos con roles asignados, para construir una
identidad positiva como estudiante de matematicas, fomentar el bienestar

personal y crear relaciones saludables.

Se utiliza la denominacion de Saberes basicos para indicar los contenidos y en el area

de Matematicas, los saberes basicos se nuclean en seis Sentidos:
A. Sentido numérico
1. Conteo.
2. Cantidad.
3. Sentido de las operaciones
4. Relaciones.
5. Educacion financiera.
B. Sentido de la medida
1. Magnitud.
2. Medicion
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3.

Estimacion y relaciones.

C. Sentido espacial

1.

2.

4.

Figuras geométricas de dos y tres dimensiones.
Localizacion y sistemas de representacion.
Visualizacion, razonamiento y modelizacion geométrica.

[2° Ciclo] Movimientos y transformaciones.

D. Sentido algebraico

1.

2.

4.

Patrones.
Modelo matematico.
Relaciones y funciones.

Pensamiento computacional.

E. Sentido estocastico

5.

6.

Organizacion y analisis de datos.

Estrategias de reconocimiento de los principales elementos y extraccion

de la informacion relevante de graficos estadisticos.

Estrategias sencillas para la recogida, clasificacion y recuento de datos

cualitativos y cuantitativos en muestras pequeias.

Representacion de datos obtenidos a través de recuentos mediante

graficos estadisticos sencillos y recursos manipulables y tecnologicos.
[2° Ciclo] Incertidumbre.

[2° Ciclo] Inferencia.

F. Sentido socioafectivo

1.

2.

Creencias, actitudes y emociones.

Trabajo en equipo, inclusion, respeto y diversidad.
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Actividades con GeoGebra

Segun la actividad de que se trate, puede realizarse entre uno, dos o tres alumnos.

I. Cuadrados magicos:

Desarrollan estrategias de recuento sistematico y de calculo mental: sentido numérico.
Aunque el resultado sea el mismo, distintos alumnos pueden resolverlo de distintas
maneras. Es interesante que pongan en comun las soluciones. Involucra las

competencias especificas 2 y 3.

Sabiendo que se trata de cuadrados Sabiendo que se trata de cuadrados
mégicos, adivina el nimero oculto. magicos, adivina el nimero oculto.
37 38 33 sellclot= ¢ 37 38 33 SOLUCION = 36
32 40 32 40 \/
39 34 35 39 34 35 .
[] verFicar 4 verFicAR
'NUEVO EJERCICIO| 'NUEVO EJERCICIO

Sabiendo que se trata de cuadrados magicos,

eosce " Sabiendo que se trata de cuadrados magicos,
adivina los nimeros ocultos.

adivina los numeros ocultos.

. 56 51 SOLUCION = 7,7 E 56 51 SOLUCION = 55.58
« | BN .

57 52 53 | ... 57 52 53 | g..

'NUEVO EJERCICIO| 'NUEVO EJERCICIO|

II. Sumando dados

Otras actividades de calculo mental que involucran la generacion de valores aleatorios.

Un alumno inicia la sucesion de valores, otro la para y el tercero calcula la suma.

120



Se pueden utilizar variantes incluyendo restas:
¢{CUANTO SUMAN LOS CUATRO DADOS? ¢CUANTO SUMAN LOS CUATRO DADOS?

CALCULA EL RESULTADO

COMENZARRPARAR

CALCULA EL RESULTADO

COMENZARRPARAR

Involucra las competencias especificas 2 y 3.

III. Areas en una cuadricula

Desarrolla el sentido espacial y el sentido de la medida. Los alumnos tienen que utilizar
diferentes estrategias para obtener el drea total, como descomposicion y/o
complementacion. También requiere el uso de vocabulario geométrico para comunicar y

justificar la solucion.
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Calcula el area de la figura, sablendo que
cada lado de la celda unidad mide 1m.

AREA = 0 c-eer

" ‘ O wevsoasin
-

anica

NUEVO EJERCICIO B4

Calcula el area de la figura, sabiendo que
cada lado de la celda unidad mide 1m.

AREA = [ e

[ Ao

NUEVO EJERCICIO N0 S

Calcula el area de la figura, sabiendo que
cada lado de la celda unidad mide 1m.

: ; ; L AREA = 10w \/ G ceox

Arna

NUEVO EJERCICIO BELI0 Y

Intervienen las competencias especificas 2, 3 y 4.

IV. Tres enraya

Requiere el andlisis de estrategias ganadoras mediante la toma de decisiones razonadas.
Requiere el sentido espacial y las competencias especificas 2, 3y 7.
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JUEGO TRES EN RAYA

D & @

‘JUEGO TRES EN RAYA

& o0 g
& & @ N
® & &

NUEVO RETO

Los applets anteriores se pueden encontrar en https://www.geogebra.org/m/mxjcdhfk .

Conclusiones

En este trabajo se ha mostrado la idoneidad de GeoGebra como herramienta para la
enseflanza y aprendizaje de las Matematicas en Educacion Primaria, segtn el curriculo
establecido por la LOMLOE. Se han presentado algunas actividades con GeoGebra que
favorecen el desarrollo de las competencias especificas y los saberes basicos del area de
Matematicas. Se ha destacado la importancia de adaptar las actividades al nivel y los
intereses de los alumnos, asi como de propiciar la reflexion, la comunicacion y la
argumentacion matematica. Se sugiere seguir explorando las posibilidades didacticas de

GeoGebra en otros ciclos y niveles educativos.
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EXPERIENCIA DE APRENDIZAJE: RECTAS NUMERICAS Y GEOGEBRA
EN APOYO AL CONTEO, ADICION Y SUSTRACCION DE NUMEROS
HASTA 100.

Constance Escudero Ossandon
c.escudero.o@gmail.com
Escuela Basica Julio Barrenechea, Chile

Nucleo tematico: GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de la Matematica en las diferentes
modalidades y niveles educativos.

Modalidad: CB

Nivel educativo: Primaria

Palabras clave: recta numérica, conteo, Geogebra.

Resumen

Se realiza una experiencia didactica en estudiantes de segundo afio de primaria de una escuela
perteneciente al estado (Servicio Local de Educacion Publica) en Santiago, Chile, debido a
los bajos resultados iniciales en evaluaciones diagnosticas en cuanto al conteo, medicion de
objetos y uso de recta numérica en los cursos de primaria y, especificamente, en segundo
basico, ademas de contar con factores externos como la pandemia ocasionada por el virus
COVID-19 que mermo la calidad de los aprendizajes iniciales. Las evaluaciones diagnosticas
arrojaron que 15 estudiantes del curso experimentaban dificultades en el conteo. En la
experiencia didactica se trabaja con un archivo Geogebra creado por la docente, en donde los
estudiantes deciden si la adicion o sustraccion presentada se puede resolver contando hacia
adelante o hacia atras, y luego comprueban sus argumentos con el software. El uso de
Geogebra en el aula se alinea con los fundamentos emanada desde el Ministerio de Educacion
(2011), y en especifico en sus Bases Curriculares (2012) que la ensefianza de la matematica
debe ser realizada usando el método COPISI: material concreto, pictorico y simbolico; y a su
vez, bajo la mirada de la Teoria de Registros de Representacion Semiotica de Duval (1998).
Los resultados muestran un avance de los estudiantes respecto al conteo de numeros y su
aplicacion en la adicion y sustraccion de numeros hasta 100, reduciendo a 6 estudiantes que
experimentan dificultades al final de la experiencia didactica. Como conclusion, se propone
enriquecer la propuesta con mayor interaccion del material didactico en aula. Por otra parte,
se percibe como nueva necesidad el trabajar a la par con los demds estamentos de la escuela
para promover el uso de Geogebra a nivel institucional como herramienta didactica para
fortalecer los aprendizajes de los estudiantes.

Introduccion

En el contexto actual, en donde se ha regresado a la realidad escolar tras dos afios de pandemia
y con el desafio de remontar los bajos resultados en Chile durante el afio 2022, se vuelve
fundamental diversificar las estrategias de ensefianza con el fin de que los estudiantes logren
adquirir aprendizajes significativos de cada objeto matematico a tratar durante el afio escolar.
Considerando que el eje de nimeros es uno de los mas importantes durante la ensefianza bésica,
y especialmente durante los dos primeros afios, se realiza esta experiencia de aprendizaje, la

cual se desarrolla en una escuela basica en la comuna de Macul, Santiago de Chile a un segundo
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afio de educacion basica.

En esta ocasion, se cred un recurso de Geogebra en donde estaban implicados conocimientos
en que los estudiantes tenian dificultades a la hora de su aplicacion: una recta numérica, el
algoritmo de adicion y sustraccion, ademas del conteo de nimeros hacia adelante y hacia atras
de forma correcta en una recta. Dicho recurso se utiliza como una estrategia para facilitar los
anteriores conocimientos descendidos de los estudiantes, con el fin Gltimo de que adquieran el

algoritmo de adicion y sustraccion de diversas formas.

Antecedentes

Durante el inicio del afio 2023, luego de atravesar un afio 2022 en que los estudiantes de
segundo basico experimentaron una reduccion de jornada por factores externos, se realizan
evaluaciones diagnosticas para medir los aprendizajes y considerar la planificacion del afio
escolar. Los resultados arrojaron que uno de los ejes mas descendido fue de medicion, en donde
se preguntaba a los estudiantes cuantos centimetros median objetos que se mostraban en las
imagenes. Paralelamente, se observo en la correccion del instrumento que 15 estudiantes no
lograron la respuesta correcta debido a que contaban de forma errénea, es decir, iniciaban el
conteo desde el primer nimero. Ademas, los resultados muestran un 55% de logro en el eje de
nameros en la evaluacion inicial.

Para revertir y mejorar los resultados de la evaluacion diagnoéstica, se investigan diversas
herramientas para la ensefianza de la adicion y sustraccion de niimeros hasta 100, considerando
las dificultades del conteo. Entre ello, se realiza una revision del texto escolar que los
estudiantes utilizan durante el afio y se detectd que ejercitaban el conteo y la adicion hasta 100
a partir de rectas numéricas. Al ejecutar el primer ejercicio, se evidencio las dificultades de los

estudiantes que se han mencionado, aparte de mostrar desconocimiento sobre la recta numérica.

- —+ I
|
| a) 40+30 b) 20+ 10 ) 10+ 80 d) 30+ 70

(o) 10 20 30 40 50 60

lu \lwulxu ‘wxh Ll Lol Lol

Figura 1

Ejercicio de adicion usando recta numérica

Nota. Tomado de Libro del Estudiante Sumo Primero, Segundo Basico (p.16) por M.
Isoda, 2020. Ministerio de Educacion.
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Marco Teorico

Con el fin de enriquecer la ensefianza de la Matematica, el Ministerio de Educacion (2011)
propone en el marco curricular que el trabajo en aula en educacion basica sea diverso,
procurando a los estudiantes diversas actividades, entre ellas, que sean de forma concreta
ademas de formentar el uso de representaciones pictoricas, para finalmente terminar el proceso
con las representaciones simbolicas de cada objeto matematico. De igual forma, las Bases
Curriculares (2012) las cuales son especificas para cada nivel, plantean que los docentes deben
diversificar los recursos de ensefianza con el fin de que los estudiantes comprendan cada uno
de los objetos matematicos a tratar, que sea de forma profunda y no enfocandose solamente en
la adquisicion del algoritmo de forma mecanica.

Estos planteamientos emanados desde el Ministerio de Educacion estan alineados con algunos
de los postulados de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica (Duval, 2004). En
concordancia con lo anterior, se menciona que el estudiante debe recurrir a varios registros de
representacion, ya sean graficos, simbdlicos, iconos, tablas, expresiones en lenguaje natural,
entre otros, los cuales deben pasar por el necesario tratamiento y conversion de diferentes
registros de representacion semiotica. (Duval, 2004). Se sefiala ademas que estas
representaciones utilizadas no son el objeto matemdtico en si, sino que tributan a su
comprension. En efecto, si no se distingue el objeto matematico de sus representaciones no se
puede hablar de comprension en matematica. (Oviedo et al., 2011). Por ultimo, se sostiene en
esta teoria que la comprension de un contenido debe tener la coordinacion de, al menos, dos
registros de representacion (Duval, 1998)

Asimismo, el Marco de la Buena Ensefanza (Ministerio de Educacion, 2021) menciona que el
sistema educativo actual chileno debe integrar nuevas perspectivas a las ya existentes en la
ensenanza. El rol del profesor juega un papel fundamental en incorporar, por el ejemplo, el uso
de tecnologias en el aula para cumplir con este propdsito de la diversificacion de estrategias y
asi lograr aprendizajes de calidad de los estudiantes, entre ellos, el aprendizaje del conteo y la
adicion y sustraccion hasta 100 en recta numérica.

Sin embargo, se menciona en Chile que la ensefianza de la adicion en recta numérica podria
crear una dificultad u obstaculo si se une al concepto de avanzar, especialmente en nimeros
mas complejos (Lewis et at., 2013). Esto podria suponer un contraste con los textos escolares
chilenos en donde se refuerza esta forma de ensefianza en la adicion de nimeros hasta 20, que

se ensefia en primer afio basico.
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Creacion del recurso en Geogebra

Con el fin diversificar las estrategias de aprendizaje, y dado de que los estudiantes no conocian
a cabalidad el uso de una recta numérica, se fabrica un primer recurso en Geogebra, en donde
los estudiantes pueden observar de forma directa como realizar una adicion en una recta y
encontrar la solucion a la suma planteada, ademds de reforzar el conteo de nlimeros. Cabe
destacar que se crearon tres versiones antes del recurso final, y que ademas se probo cada uno
de ellos junto con los estudiantes a medida que avanzaban con el contenido de adicion o
sustraccion, con el objetivo de retroalimentar su construccion, su implementacion y realizar
mejoras en caso de ser necesarias.

Para ello, primero se establece un punto en el origen (0,0) y se utiliza como referencia el eje X
que trae incorporado el programa. Posteriormente, se crean deslizadores de nombre n 'y o con
intervalos de 0 a 100, y con incremento de 1 en 1 en ambos deslizadores. Como tercer paso, se
crean los vectores para que los estudiantes puedan visualizar la adicion en recta numérica,
digitando en la barra de entrada el comando vector con valores [(n,0)] y [(0,0)]. Luego, se crean
puntos con coordenadas A=(n,0) y B=(n,1). Para continuar, se utiliza la herramienta
equipolente y se indica el traslado del vector [(0,0)] al punto B, con lo cual se forma un nuevo
vector. Como siguiente paso, se crea el punto X y en propiedades, se escribe la formula (u+w),
con el fin de que este vector muestre el resultado de cualquier adicion creada con los valores
de los deslizadores creados al inicio. Finalmente, se selecciona la herramienta Texto y se
escribe la férmula n + o =y. Como ultimo paso, en un recuadro aparte se selecciona la misma
herramienta Texto para digitar la formula n+o con el fin de que el texto muestre el resultado de
la suma.

Figura 2

Primer recurso: Adicion de numeros hasta 100 en Geogebra usando recta numérica.

® B1=(0,0) -
®0=26
®nz2
a,=50
® X =(50,0)
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® texto2 = “26+24

07123756768 01112101 (561710 (32021222021252627 2929304 3239 % 350607 39 3940 41 4243 11 1516 472949 S0 & 5259 1 5596 57 50 59 €C 81 €232 64 €5 €€ 373969 7071 1273 11 75 16 77 16

127



Para la sustraccion, se crea un segundo recurso de Geogebra con el mismo procedimiento, salvo
que el segundo vector cambia de nombre a vector m, digitando en la barra de entrada el

comando vector con valores [(-m,0)] y reemplazando los valores de adicién con el signo menos.

Figura 3

Segundo recurso: Sustraccion de numeros hasta 100 en Geogebra usando recta numérica.

o 93

20-9= 11

Finalmente, se crea un recurso integrando ambos procedimientos, en donde se destaca el hecho
de ocultar el eje X del archivo y crear un segmento con valores (0,101) y se gradua usando el
comando Secuencia digitando en la barra de entrada el siguiente comando:
Secuencia(Segmento((i, 0 - 0.5), (i, 0.5)) 1, 0, 100, 1)

en donde los valores de 0.5 son para darle la altura a la graduacion de la recta; los valores 0 y
100 indican los puntos a graduar y finalmente el valor 1 corresponde al incremento de la
graduacion del segmento trazado.

Para finalizar, se escriben de forma manual los nimeros de 0 a 100, se crean casillas de control
para ocultar los procedimientos y resultados de adicion y sustraccion por separado, y se da

formato y color a cada una de las herramientas del recurso.

Figura 4

Estudiante usando el recurso final de Geogebra en clase.
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Dificultades en la creacion del recurso

A medida que se fueron creando los recursos de Geogebra, en inicio por separado, aparecieron
diversas dificultades, tanto en el uso del recurso como en el conocimiento de la docente para
trabajar con Geogebra.

Posterior a la primera aplicacion, se evidencié que lo nimeros de la recta numérica, o en este
caso, los del eje X eran muy pequefios para que los estudiantes los pudieran ver claramente. En
esta misma linea, la segunda dificultad que se percibi6 es que necesariamente la recta numérica
debia ser graduada para que los estudiantes se ubicaran de forma correcta en la recta numérica
y no dar espacio a las dudas o inducir involuntariamente al error.

Por otra parte, se crearon dos archivos separados, el de adicion y sustraccion, debido a que se
ensenaron ambos contenidos por separado. Al realizar la segunda prueba del recurso con el
segundo recurso, que fue solamente de sustraccion, se llegd a la conclusion de que los
algoritmos debian estar unidos en un solo recurso para facilitar la labor del docente, y asi
mismo, el aprendizaje de los estudiantes.

Cuando se realiz6 el primer intento de integracion de ambos archivos, se evidencid un tercer
problema, que fue el desconocimiento de la docente del uso de algunas herramientas de
Geogebra, ya que, durante su formacion como docente, solamente habia visto una parte del
programa. Por lo tanto, varios de los procesos que se realizaron en la creacion del recurso final
se ejecutaron por medio de la investigacion, ensayo y error de herramientas como el comando
Secuencia para graduar la recta numérica o las casillas de verificacion para ir mostrando u
ocultando lo que se requeria mostrar seglin la operacion.

Finalmente, luego de dos intentos, se logra crear el recurso definitivo que se muestra a los

estudiantes, el cual utilizan cada vez que fue necesario a lo largo del afio escolar.

Resultados

Luego de las implementaciones de las rectas y teniendo finalizado el recurso final, los
resultados en el dia a dia, segln la observacion directa de los estudiantes en el aula, muestran
un avance de los estudiantes respecto al conteo de nimeros y su aplicacioén en la adicion y
sustraccion de nimeros hasta 100. El avance fue gradual durante dos meses, en el cual al final
del segundo mes, se evidencia que de los 15 estudiantes que tuvieron dificultades en el conteo
al inicio de la investigacion, se redujeron a 6 de ellos. Por otra parte, se vieron resultados
satisfactorios en la evaluacion del primer semestre, en donde solamente 3 estudiantes tuvieron

dificultades en los ejercicios de adicion y sustraccion.
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Por tltimo, se sigue utilizando el recurso a lo largo del segundo semestre el afio escolar, hasta
el momento de la evaluacion externa de cierre, donde se evidencia que el eje de nimeros subid
de un 55% a un 84% de logro, dado que gran parte de las preguntas de aquella evaluacion se
trataba de resolver adiciones y sustracciones por medio del algoritmo o por resolucion de
problemas.

Los estudiantes mostraron ademas un gran interés por manejar ellos mismos el recurso de
Geogebra durante las clases, lo que condujo a una motivacion extra por aprender el algoritmo

de suma y resta de nimeros hasta 100.

Conclusiones y proyecciones

Luego de aplicar cada uno de los recursos antes de la version final, se concluye que los
estudiantes logran adquirir el algoritmo de la adicion y sustraccion hasta 100, y se evidencia
que el uso de Geogebra fue una de las claves para aquel logro, debido a que los estudiantes se
sentian muy comodos y motivados con el uso de tecnologia. Cabe destacar que, tal como lo
sostienen las Bases Curriculares de Matematica (Ministerio de Educacion, 2012), también se
empled material concreto antes de trabajar en el algoritmo como tal.

Asimismo, se propone seguir enriqueciendo el recurso y vislumbrar la posibilidad de que sean
los mismos estudiantes quienes trabajen directamente con el recurso, debido a que en esta
ocasion fue la docente quien los ayudd y guid en el uso del programa.

Se destaca, ademads, la motivacion intrinseca de la docente por querer experimentar y crear sus
propios recursos, ya que previamente solamente utilizaba lo que ya existia en la web de
Geogebra. Esta experiencia de aprendizaje le permitié conocer otros usos del recurso y
probablemente, en el futuro, pueda crear mas recursos para compartir con otros colegas que lo
necesiten.

Durante la ensefianza de medicion estandarizada de objetos, se intent6 usar el recurso y no tuvo
el impacto que si tuvo para la adicion y sustraccion.

Como consecuencia de la creacion de la recta numérica en Geogebra y debido a sus resultados,
se compartio el recurso Geogebra a docentes de primero basico para que lo utilizaran, junto
con una breve capacitacion de como usarlo. Tuvo buenos comentarios y se vislumbra utilizarlo
nuevamente durante el afio escolae 2024.

Se percibe como nueva necesidad el trabajar a la par con los demas estamentos de la escuela
para promover el uso de Geogebra a nivel institucional como herramienta didactica para
fortalecer los aprendizajes de los estudiantes. La escuela donde se realiz6 esta experiencia tiene
como objetivo mejorar los bajos resultados en el area de Matematica y durante el afio 2024 se
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reunira el equipo de educacion parvularia y los primeros niveles de educacion basica para
recopilar recursos, estrategias y buscar directrices en comun para lograr los objetivios

propuestos.
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Resumen

En este articulo se presenta una experiencia de aula, desarrollada en la clase de
Geometria, bajo el marco de la Ensefianza para la Comprension (EpC), con estudiantes
de primer ano de Secundaria Alta (15-16 arios). Dicho marco comprende tres fases en
el proceso ensefianza aprendizaje: exploracion, investigacion guiada y proyecto de
sintesis. En cada una de las fases se utilizo el software GeoGebra, para explorar las
propiedades de los objetos matemadaticos de la geometria euclidiana, para aclarar,
conjeturar, verificar y para recoger en un proyecto final de unidad, los hallazgos y
conclusiones con respecto a los puntos notables de un triangulo y a la recta de Euler.
Los estudiantes al iniciar el curso de Geometria, trabajaron en GeoGebra Classroom,
con actividades guiadas, las cuales propiciaron el desarrollo de las habilidades de
razonamiento, y el mejoramiento del nivel segun el modelo de Van Hiele,
simultaneamente, los estudiantes desarrollaron habilidades digitales para el manejo del
software, lo que les permitio hacia la mitad del semestre hacer construcciones
autonomamente.

Introduccion

La EpC se basa en 4 elementos, los topicos generativos, las metas de comprension, los
desempefios de comprension y un proceso de valoracion continua. Los cuales, surgen de
las preguntas fundamentales de la EpC: ;Qué topicos vale la pena comprender?, ;qué
aspectos de esos topicos deben ser comprendidos?, ;como podemos promover la
comprension?, ;como podemos averiguar lo que comprenden los alumnos? (Stone,
1999).

Bajo este marco, “La comprension implica tener la habilidad de poder realizar una gama
de actividades que requieren pensamiento en cuanto a un tema. Esto supone, que el
estudiante podria encontrar ejemplos para explicarlo, encontrar evidencias, hacer
predicciones, generalizar, aplicar, presentar analogias y representarlo de una manera

nueva” (Perkins y Blythe, 1994).
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Descripcion de la experiencia

En el Colegio Los Nogales, con el curso de geometria se promueve el desarrollo de
habilidades logicas de razonamiento formal y de argumentaciéon matematica. Los
estudiantes aprenden acerca de los puntos, rectas, planos, poligonos, circulos y sus
propiedades. A lo largo del curso, se usa GeoGebra, como mediador, del proceso
enseflanza-aprendizaje, en algunas de las actividades propuestas a los estudiantes. A
continuacion, se presentan algunas cuatro de ellas, el tipo de desempefio segin la EpC,
el nivel de razonamiento esperado segin el modelo de Van Hiele (VH) y la meta de

comprension asociada a la actividad.

Actividad 1. Trabajo individual- Exploracion (EpC)-Nivel 3 (VH)

En GeoGebra Classroom, se asigna a los estudiantes la actividad: Puntos, rectas y

planos https://www.geogebra.org/m/jks9emuw en la cual, se espera que, los estudiantes

identifiquen los elementos del espacio euclidiano y usen el vocabulario y la notacién
propia de la geometria euclidiana. Cabe resaltar que previamente los estudiantes ya han
tenido un primer acercamiento al vocabulario y a los primeros axiomas de la geometria

euclidiana en clases previas, con el uso del texto guia (en inglés).

Actividad 2. Trabajo individual- Exploracién (EpC)-Nivel 3 (VH)

En GeoGebra Classroom, los estudiantes trabajan la actividad: Angle Addition Postulate

https://www.geogebra.org/m/gyaabgzf, este recurso se propone en inglés, teniendo en

cuenta que, la mayor parte del material escrito en esta clase, se presenta a los
estudiantes en este idioma. Mediante esta actividad, se promueve el descubrimiento del
postulado de la adicion de los dngulos, es decir, la relacion que existe entre las medidas

de los angulos formados por un rayo interior de un 4ngulo y la medida de este angulo.

Actividad 3. Trabajo en parejas-Investigacion guiada (EpC)-Nivel 3/4 (VH)
Inicialmente, los estudiantes trabajan individualmente, en GeoGebra Classroom, con el
recurso: Teorema de los dangulos interiores y exteriores de un tridngulo.

https://www.geogebra.org/m/dSchrmxn. Esta actividad consiste en manipular un

triangulo y realizar construcciones de los elementos adicionales, siguiendo las

instrucciones dadas en la guia de trabajo, para ello se proporcional una barra de
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herramientas personalizada. Mediante esta actividad los estudiantes amplian el
vocabulario y descubren el teorema que relaciona las medidas de los 4ngulos interiores
y exteriores de un triangulo. Posterior a la actividad en GeoGebra, en parejas, dan
evidencia del paso que, estdn dando hacia el nivel 4, segun el modelo VH, con la
elaboracion de pruebas formales que dan validez, a las conjeturas que formularon

individualmente.

Actividad 4. Trabajo en grupo- Proyecto de Sintesis (EpC)-Nivel 3/4 (VH)

Como cierre y aplicacion de la unidad triangulos sus propiedades y atributos se propuso
a los estudiantes, organizados en grupos cooperativos, una actividad que incluia una
guia de trabajo, la cual fue una adaptacion del material compartido por Carrillo de
Albornoz Torres (2017), en esta actividad los estudiantes descubrieron las
caracteristicas de algunos puntos notables, y la recta de Euler en los tridngulos
equilateros, isosceles y escalenos. El producto final de este proyecto fue un video, en el
que se comunicaban los hallazgos en el idioma que esta estudiando en el colegio, como

tercera lengua (francés o portugués).

Conclusiones

El uso de GeoGebra facilit6 la visualizacion y manipulacion de los objetos matematicos,
permitiendo a los estudiantes, llegar a conjeturas a las cuales no llegarian si las
construcciones se hubieran hecho exclusivamente con regla y compds en una hoja de
papel.

El desarrollo de habilidades digitales, con el uso de GeoGebra se dio de manera paralela
al desarrollo de habilidades matematicas.

Aunque algunos estudiantes ya habian tenido experiencias previas con el uso de
GeoGebra, la mayoria habian tenido mayor familiaridad con el software Desmos, por
ello, intencionalmente, las primeras actividades, se propusieron en GeoGebra
Classroom, en las cuales, los applets se manipulaban sin acceso a la barra de
herramientas, luego se propusieron actividades, con la barra de herramientas
personalizada y finalmente el desarrollo de las habilidades en el manejo de esta
herramienta, permitié que los estudiantes estuvieran en capacidad de hacer sus propias

construcciones.
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Las actividades propuestas, en términos de la EpC cumplieron el papel de ser
desempefios de comprension. El desarrollo de habilidades matematicas, se hizo
evidente en el manejo de vocabulario y en el uso de la notacién matematica
propios de la geometria, en la argumentacion para justificar sus hallazgos, en la
busqueda de contragjemplos y en la elaboracion de pruebas formales respecto a
propiedades de los triangulos y los cuadrilateros especiales.

Los estudiantes, mostraron motivacion, creatividad y alto nivel de compromiso
y participacion en las actividades desarrolladas en grupos cooperativos.
Expresiones de sorpresa y asombro, se escucharon, particularmente al observar
la dependencia de la localizacién de los puntos notables segin el tipo de
triangulos. Por ejemplo, mientras arrastraban los vértices de los tridngulos, en el
aula de clase se escucharon expresiones como las siguientes: “el ortocentro esta
fuera del tridngulo”, “Wow, si es isdsceles todos estan en la misma recta”, “Para
el tridngulo equilatero, no hay recta de Euler”.

Al finalizar el curso, la mayoria de los estudiantes estuvo en capacidad de
elaborar pruebas a dos columnas y de reconocer como el software GeoGebra es
una herramienta que le permite hacer construcciones dindmicas sobre las cuales

puede conjeturar y comprobar hipotesis.
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LAS MIL Y UNA DEMOSTRACIONES SIN CON PALABRAS DEL
TEOREMA DE PITAGORAS

Nacho Santa-Maria Megia
nachosantamaria@heidelbergschule.com
Colegio Heidelberg y Asociacion Matematicas Creatividad y GeoGebra
Gran Canaria, Espana

Nucleo tematico: GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de la Matematica en las
diferentes modalidades y niveles educativos

Modalidad: CB

Nivel educativo: Medio o Secundario

Palabras clave: Demostracion, Expresion Oral

Resumen

Buceando en la libreria de GeoGebra, entre los multiples recursos creados y
compartidos por los docentes, encontramos joyas como el libro de "Proofs without
words of the Pithagorean Theorem" del gran Steve Phelps. Pero jcomo podriamos
sacarle provecho en el aula mas alla de compartirlo como curiosidad con nuestros
alumnos? En este trabajo se comparte una propuesta diddctica para realizar
expresiones orales en matematicas utilizando GeoGebra, junto a una rubrica para
evaluarlas.

Es posible que la demostracion del Teorema de Pitagoras sea una de las primeras
oportunidades que tienen nuestros alumnos de encontrarse con una demostracion de un
teorema en matematicas. Lo habitual es mostrarles o razonarles la demostracion china,
que es visual y facil de entender sin conocimientos algebraicos, otras demostraciones

sin palabras o ,incluso, también hay profesores que piden a sus alumnos construir

artefactos que demuestren el teorema

Como sabemos, GeoGebra ha facilitado enormemente la visualizacion de las
matematicas y con los afios se ha creado una comunidad basada en compartir creaciones
realizadas con la herramienta. De entre los recursos que se pueden encontrar, resulta
muy interesante el libro de GeoGebra de demostraciones sin palabras de Phelps (s.f.). Se
trata de una recopilacion de 58 visualizaciones interactivas que demuestran por si solas

el Teorema de Pitagoras.

La propuesta didactica que compartimos consiste en que cada alumno le ponga palabras
a una de las demostraciones del libro. Como no todas las demostraciones tienen la
misma dificultad, como puede apreciarse en la Figura 1 y la Figura 2, se puede
aprovechar para diferenciar y asignar las mas faciles a los alumnos que requieran
adaptacion y las mas dificiles a los alumnos con necesidad de ampliacion. En nuestro
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caso se le asignd a cada alumno una tarea en Google Classroom con su demostracion de

Geogebra enlazada.
Figura 1

Ejemplo de demostracion sin palabras del libro de Geogebra de Phelps (s.f.) sencilla

[~

b

Nota. Al manipular este recurso se pueden mover los puntos azules para cambiar el

tamafo de los lados del tridngulo y se pueden mover los puntos de los demds colores
para cambiarlos de posicidon y observar como las areas de los cuadrados formados por
los catetos se pueden recolocar para cubrir el area del cuadrado formado por la

hipotenusa.
Figura 2

Ejemplo de demostracion sin palabras del libro de Geogebra de Phelps (s.f.) dificil
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Nota. En esta imagen resulta mas complicado identificar el tridngulo rectangulo, hay
que darse cuenta de que los cuadrados azules tienen un cateto por lado, los cuadrados
amarillos tienen otro cateto por lado y los cuadrados formados por las lineas lilas
oblicuas tienen a la hipotenusa por lado. Se pueden mover los puntos verdes para
cambiar el tamafio de los lados del tridngulo. Requiere vision espacial para darse cuenta
de que entre el drea de un cuadrado azul y uno amarillo se completa el area de un

cuadrado de borde lila.

El formato que utilizo es la expresion oral, no es habitual realizar expresiones orales en
matematicas y con esta actividad se pide a cada alumno que manipule la construccién
que se le ha asignado y verbalice por qué constituye una demostracion del Teorema de

Pitagoras.

En primer lugar, el profesor explica la actividad y muestra a los alumnos una de las
demostraciones poniéndole palabras y haciendo énfasis en los momentos clave de la
defensa para que los alumnos tengan un modelo. Esos momentos clave son los que estan

reflejados en la ribrica de evaluacion de la actividad presentada en la Tabla 1.

Tabla 1

Rubrica para evaluar la demostracion con palabras del Teorema de Pitagoras

Conocimiento
Criterios
Insuficiente Elemental Bueno Excelente
Lenguaje Limitado Puntualmente Casi siempre Apropiado en
matematico apropiado apropiado todo momento
Formas de La férmula La féormulaes Correctamente, Correctamente
representacion  tiene un fallo correcta pero con dudas y con dominio
Relacion entre )
No hay una Superficial y Profunda con Profunda e
las formas de ., .
., relacion clara correcta algunos flecos impecable
representacion
Lineas de Dificil de . Clara pero no Completa y
. . Comprensible
razonamiento interpretar coherente coherente

Nota. El lenguaje matematico se refiere al vocabulario de tridngulos rectangulos y de

geometria plana general, con formas de representacion se refiere a la identificacion del
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triangulo rectangulo y exposicion del Teorema de Pitdgoras, con la relacion entre las
formas de representacion se refiere a la relacion entre el GeoGebra y el Teorema de
Pitdgoras y con las lineas de razonamiento se refiere a si se ha conseguido demostrar

para todo triangulo rectangulo.

En segundo lugar, se asigna a cada alumno una demostracion diferente (hay de sobra) y
se establece la fecha de comienzo de las expresiones orales (nosotros solemos dar una
semana de plazo para que se la preparen). También se comparte con los alumnos la

rubrica de la Tabla 1.

Ponerle palabras a una de estas demostraciones no lleva méas de uno o dos minutos,
nosotros damos dos minutos a los alumnos y ellos defienden la demostracion que tienn
asignada mientras el profesor evalua utilizando la rubrica. Normalmente en dos sesiones
de clase se ha terminado y al finalizar todas las expresiones orales, el profesor expone
los errores que han ido cometiendo. Nosotros solemos permitir una subida de nota
volviendo a realizar la expresion oral con su misma demostracion a los alumnos que lo

deseen.

Debemos aclarar que en nuestro colegio impartimos el Programa de los Afios
Intermedios (PAI), que es la secundaria del Bachillerato Internacional, con lo que los
criterios de la rubrica estan en los términos de dicho programa. Con esta actividad se
evalua el Criterio C de Comunicacion en matematicas, los alumnos pueden demostrar su
uso del lenguaje matematico y de diferentes formas de representacion, también pueden
relacionar formas de representacion y demostrar su capacidad para razonar. La rubrica
es facil de adaptar al sistema nacional (actualmente LOMLOE) permitiendo evaluar los
criterios 7 y 8 relacionados con la comunicacion en matematicas y el 9 al exponer a los

alumnos a tener que hablar en publico.

El uso de Google Classroom no es obligatorio, pero implementar la rubrica en la tarea
permite evaluar de forma muy agil la comunicacion de los alumnos. Ademas, los
alumnos pueden consultar su nivel de logro en cada uno de los items de la ribrica nada

mas terminada su expresion oral.

En junio de 2021 tuvo lugar el V Encuentro Geogebra de la Sociedad Canaria de

Profesores de Matematicas Luis Balbuena Castellano que fue en modalidad online y en
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el que se presentd esta misma comunicacion que fue grabada y puede consultarse en

SCPM "Luis Balbuena Castellano". (1 de septiembre de 2021).
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Resumen

Un punto al azar en cada lado de un cuadrado determina un cuadrilatero. ;Cual sera
la distribucion de probabilidad de las areas de los cuadrilateros?

Explorando con GeoGebra se obtiene una distribucion con media 0.5, desviacion tipica
muy pequeria y con una fuerte concentracion de probabilidad en el centro.

El calculo de la funcion de densidad desvela, sorprendentemente, una discontinuidad en
el area mitad del cuadrado. Sin embargo, los resultados experimentales con GeoGebra
son una buena aproximacion a la distribucion tedrica.

El analisis del problema mediante graficos, simulaciones aleatorias y calculo simbdlico
con GeoGebra ha resultado ser sencillo y eficaz. A la vez, ha permitido poner el centro
de atencion en comprender la naturaleza de los fenomenos aleatorios subyacentes.

Abstract

A random point on each side of a square determines a quadrilateral shape. What will
the probability distribution of the areas of those quadrilateral shapes be?

Exploring with GeoGebra, a distribution is obtained with a mean of 0.5, a very small
standard deviation and with a strong concentration of probability around the center.

The calculation of the density function reveals, surprisingly, a discontinuous point in the
half area of square. However, the experimental results with GeoGebra are a good
approximation to the theoretical distribution.

The analysis of the problem through graphics, random simulations, and symbolic
Calculus with GeoGebra has turned out to be simple and effective. Also, it has allowed
to place the focus on understanding the nature of the underlying random phenomena.

1. Introduccion

En el largo proceso de aprendizaje matematico, la geometria permite plantear una
infinidad de situaciones de aprendizaje en las que la investigacion, la clasificacion y la
generalizacion juegan un papel central de modo natural. Un ejemplo de ello que admite
muchos niveles de complejidad es la exploracion de “la mitad del cuadrado ™ propuesta
en Mora, J.A. (1991, 1995 y 2001) para diferentes herramientas (lapiz y papel, Cabri II

y GeoGebra) y generalizada en Mora et al. (2012, 2021) a investigaciones de geometria
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dinamica. Continuando esa linea, en el presente trabajo se amplia la propuesta

mencionada introduciendo aleatoriedad en las construcciones.

1.1. El enunciado.

En un cuadrado de lado unidad tomamos un punto al azar en
cada lado para formar un cuadrildtero.
probabilidad de que su darea sea mayor que la mitad del
cuadrado? La construccion del modelo dinamico se inicia con la
eleccion de cuatro nimeros aleatorios a, b, c y d entre 0y 1 que

determinan los puntos 4, B, C'y D sobre los lados del cuadrado.

;Cual sera la

La primera fase de la investigacion consiste en medir el area de los cuadrilateros asi

construidos y estimar la probabilidad de que sea mayor o igual que la mitad del

cuadrado.

1.2. Primeras simulaciones.

Tras reiterar la construccion se representa el histograma que representa la distribucion

de las areas. El resultado muestra una distribucion simétrica con una frecuencia muy

alta en el centro, lo que equivale a
conjeturar que la probabilidad de que un
cuadrilatero aleatorio tenga area menor (o
mayor) que la mitad del cuadrado debe
ser 0.5.

Como GeoGebra permite la reiteracion

en gran numero de las simulaciones,

3500 |

P(S < 0.75) = 0.9915

Nueva simulacién

P(S > 0.75) = 0.0085

L=

~

podemos ir més lejos y estimar la probabilidad de comparar el area de un cuadrilatero

generado al azar con cualquier valor arbitrario.

1.3. ;(Son normales los resultados que se obtienen?

Un histograma de datos se resume habitualmente con la media y desviacion tipica:

%!
Il
S|

n
2.5
i=1

Ambos estadisticos se pueden calcular con GeoGebra. Una simulacion masiva de

cuadrilateros proporciond el siguiente resultado:



2500101,57271
5-106

1284848,49830
5-10°

S = ~ 0,50002 DT = \[ —0,25022 = 0,08336

Para explorar si los datos obtenidos en esa simulacion se ajustan razonablemente al
comportamiento de una distribucion normal se puede superponer el histograma y la
grafica de la distribucion normal de media 0.50002 y desviacion tipica 0.08336.
También gracias a GeoGebra, se pueden comparar rapidamente los resultados de las
probabilidades de un determinado intervalo para la distribucion normal y para la
coleccion de datos simulados. Asi, para los cuadrilateros aleatorios, P(0,42 < S <
0.58) = 0.755 mientras que para la distribucion normal con la misma media y
desviacion tipica P(0,42 < S < 0.58) = 0.663.La probabilidad se concentra
alrededor de S = 0.5 con mucha mas densidad que en una distribucion normal y el
mismo resultado se confirma con cada nueva simulacién y para cualquier intervalo

alrededor de la media.

2. Modelizacion

Para ir mas alla de las simulaciones es necesario construir un modelo matematico.

2.1. El calculo del area

El area del cuadrilatero depende de cuatro nimeros aleatorios a, b, ¢

y d. En la figura se ha hecho una particion del cuadrado unidad que

demuestra que tal drea solo depende de x =a—b e y=d—c.

Al estar a, b, ¢ y d en [0,1], x e y estan en [-I,I]/, son

. . , . , 1 X*
independientes entre si, y determinan el area: S = 5t Ty; -1<

x<1,-1<y<1

2.2. Representacion en el plano

Una pareja (x,¥) se puede interpretar como las

coordenadas de un punto £ del plano. Si —1 < x < —1,

x=0.67
y=0.74

—1<y< -1, el punto E(x,y) estd en [—1,1]x[—1,1]. xy=05

Todos los cuadrilateros con el mismo area S cumplen la 4\

misma ecuacién, x -y = 2S5 —I, que para cada valor \

posible de 0<S <1 puede ser representada con
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GeoGebra. También se puede representar la region de los puntos (x,y) para los que

(x,y) es mayor que un valor determinado (en la figura, en violeta, x.y > 0.5).

3. Calculo de probabilidades

Todas las simulaciones con GeoGebra realizadas se construyeron a partir de cuatro
nameros al azar, a, b, ¢y d, cada uno de ellos en [0,1]. Pero el modelo matemético del
apartado anterior depende de una pareja de numeros x = a — ¢,y = d — b, que estdn en

[—1,1] y ya no son nimeros al azar, sino diferencias de nlimeros aleatorios.

3.1. Distribucion de la diferencia de dos niumeros aleatorios

Reiterando en GeoGebra la generacion independiente
de dos niimeros aleatorios u y v y representando el o

histograma de t = u — v se obtiene un histograma en

[—1,1] con centro en (. Si el nimero de simulaciones

forma aproximada de tridngulo escalonado de base i N
il

convierta en un tridngulo isésceles de base 2 y altura /. Representando en GeoGebra

tiende a infinito es de suponer que el histograma se

ese triangulo se pueden leer las dos ecuaciones de sus lados, es decir la funcién de
densidad de probabilidad de una distribucion triangular, que costa de dos trozos

lineales:

t+1, si—1<t<0
f(t)_{l—t, si0<t<1

3.2. Probabilidades en el modelo matematico

El 4rea de un cuadrilatero aleatorio viene determinada por
A SIS P (x,v). Sean x e y variables aleatorias independientes, la funcién
|| densidad de probabilidad en el cuadrado [-1,1]x[—1,1]. es:
B A P far (@ y) = fx(x)  fy(¥). En donde tanto fy(x) como fy ().

son triangulares y su formula tendrd 4 trozos, uno para

cuadrante.
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3.3. Probabilidades en las areas de los cuadrilateros aleatorios
La region del plano con la que se pude calcular la probabilidad de los cuadrilateros

aleatorios de area S > r queda determinada por

R={Cy)/S =7} ={(y)/
calcular la probabilidad para:

Casol:r=1/2

1

+;C'y > r} ={(x,y)/x+y = 2r — 1}. Que nos permite

P(0<S5<1/2)= fff(x)-fy(y)dydxz Zf f A1-x)A+y)dydx=1/2

Caso2:r > 1/2

1
2r—-1

Pr<S<1)=2 f(lzr—n/x(l —x)A —y)dydx =—10r? + 14r — 4+ (4r2 = 2)In(2r — 1)

3.4. La funcion de distribucion

La funcién de distribucion F(r) = P(S <7r) permite
calcular con facilidad la probabilidad de una amplia
gama de sucesos.

Suponiendo que, como sugieren los histogramas ‘ I

experimentales, la probabilidad P(S) se distribuye

simétricamente en torno a S = 0.5, explorando con GeoGebra, se deduce que

PS<r) =P(E>1-1)

Si r < 0.5, entonces 1 —r > 0.5, con lo que F(r) = P(S<r) = P(§>1-r),
cuyo resultado es el del apartado anterior sustituyendo r por 1 — 7.

Sir=0.5F(r) = P(§<0.5) = 0.5, como se calcul6 también antes.
Sir>05F@) =P(S<r) =1— P(S>r) lo que reduce el célculo al apartado
anterior.

En definitiva, con ayuda del asistente de célculo simbolico de GeoGebra, se tiene la
funcién definida en tres trozos

—10r2+6r+ (4r2—8r+3)-In(1—-2r) si0<r<1/2
Fs (r) = 0,5 sir=1/2
10r2 —14r+5—(4r2—-1)-In(2r—1) sil/2<r<1

3.5. La funcion de densidad:
La funcion de densidad de probabilidad f(r) se obtiene derivando la funcion de

distribucion F(r):
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—16r+ (8r—8)-In(1—-2r) si0<r<1/2

r)=Fgr) = 1
f() S() 16r_16_8r-ln(2r—1) Si§<7‘§1

Como sugiere la grafica, en S = 0.5 hay una densidad de probabilidad infinita lo que
significa que los cuadrilateros aleatorios con area la mitad del cuadrado constituyen una

singularidad.

Q

aj= 042

Q=(0.42, 1.78)

4. Resultados y conclusion

La aportacion de GeoGebra en la resolucion del problema planteado es decisiva:
calculos simbdlicos, representaciones graficas, construcciones geométricas, simetrias y
simulaciones aleatorias se han podido hacer con facilidad y en poco tiempo

incentivando la intuicién para disefiar un modelo tedrico eficaz.

4.1. El problema y las herramientas

Llama poderosamente la atencion la sencillez y eficacia predictiva de las simulaciones
aleatorias (conocidas también como Método de Montecarlo). No solo predicen con una
precision muy notable los estadisticos de las dreas de los cuadrilateros construidos al
azar, sino que también proporcionan un poligono de frecuencias acumuladas altamente
coincidente con la funcion de distribucion deducida a base de calculos, sin
experimentacion. Aun siendo esta funcion la que permite obtener la probabilidad de
cualquier suceso que se nos ocurra, el poligono de frecuencias acumuladas experimental
es en si mismo una respuesta a la pregunta que motivo la investigacion.

El poderio heuristico de la simulacion, que se demuestra en el problema aqui
considerado, basado en ideas relativamente simples e intuitivas, genera un valor
didactico afiadido que mereceria la pena ser investigado en otras situaciones
probabilisticas. Al poner el centro de atencidon en comprender la naturaleza de los

fendmenos aleatorios mas que en calcular, se intuye que puede ser muy 1til a la hora de
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abordar problemas interesantes y complejos cuyo planteamiento y resolucion tedricos
sean técnicamente complicados o tediosos.

Queda asi planteada una linea de investigacion didactica que trate de determinar, en
funcién del nivel educativo, la viabilidad de que los estudiantes construyan modelos
simples probabilisticos y manejen herramientas de GeoGebra especialmente disefiadas
para realizar simulaciones con ellos.

Por modelo probabilistico se estd entendiendo, en el problema aqui discutido, el
esquema que consiste en que a partir de la eleccion de cuatro numeros aleatorios en
[0,1], se simula la construccién de un cuadrildtero que tiene un area determinada por
tales numeros elegidos al azar. GeoGebra, tal y como se ha visto, interviene facilitando
la posibilidad de repetir esa experiencia basica tantas veces como se desee y
visualizando de algin modo los resultados. Los calculos teéricos que aqui se han
realizado para validar los resultados del modelo experimental estdn basados en
conceptos del continuo tales como variable aleatoria continua, funcion de densidad de
probabilidad y cdlculo integral, que generalizan los conceptos discretos de conjunto
finito de sucesos elementales, frecuencia relativa de cada suceso elemental y suma de
probabilidades. La trasposicion intuitiva de estos conceptos discretos a sus equivalentes
continuos no solo es posible una vez alcanzada cierta madurez matematica, sino que
ademads contribuye a conceptualizar lo continuo. Todos los célculos expuestos, excepto
algunos desarrollos y simplificaciones algebraicas elementales, han sido realizados con
ayuda del asistente de célculo simbolico de GeoGebra, que ha proporcionado
automaticamente los resultados requeridos de las integrales simples o dobles planteadas.
También, por supuesto, los resultados de las sumas de fracciones y de las raices
cuadradas que ha sido necesario calcular. El uso de tales asistentes, que hasta donde se
nos alcanza estd actualmente mal visto o directamente proscrito en las aulas, abre
posibilidades didacticas inmensas de democratizar la simplificacion algebraica y el
calculo de derivadas e integrales para dirigir la atencion a los conceptos basicos y no
tanto a las reglas mecanicas de calculo.

Otro tanto cabe decir sobre la capacidad de GeoGebra para construir graficas de
funciones o de regiones en el plano. En el proceso de comprension de los fenomenos
aleatorios (y no solo en ellos) no se puede subestimar el poder de la visualizacion, que
permite desvelar, entre muchas otras propiedades, el papel jugado por la simetria en los
calculos y en los razonamientos realizados. En resumen, GeoGebra facilita:

e Abordar el problema desde la geometria, el calculo y la simetria.

147



e Disponer de suficientes casos particulares para conjeturar y generalizar.
e Simplificar el trabajo algebraico para construir modelos matematicos.
e Realizar gran nimero de simulaciones rapidamente.

e Construir y manipular graficas y modelos geométricos.

Conclusion

Ha sido una sorpresa inesperada que la densidad de probabilidad obtenida haya
resultado ser discontinua en su valor central, 0.5. No solo no es una distribucién
parecida a la normal, chocando con la intuicion, sino que no lo es esencialmente, pues la
densidad de probabilidad en 1/2 es infinita.

Las simulaciones, por muchas cifras decimales que utilice el generador de numeros
aleatorios, son siempre de naturaleza discreta y pueden ser incapaces, como ha ocurrido
en este caso, de detectar singularidades: nada hacia sospechar, por mas experimentos
que se realizaron, que existia una discontinuidad responsable de la fuerte concentracion
de la probabilidad alrededor de 1/2 y que convierte a los cuadrilateros de area la mitad
del cuadrado en especiales.

Una buena leccion para no olvidar que la simulacion es un método heuristico poderoso,
pero tiene limitaciones. Los calculos tedricos revelan en ocasiones fendmenos o
propiedades que no manifiestan los experimentos.

Una discusion pormenorizada del problema aqui planteado, los detalles de todo el

proceso y los applets utilizados, puede encontrarse en Mora, J.A. (2023).
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Resumen

El hecho de aprender a identificar elementos matemdticos en el entorno del alumnado
puede ser la clave para interesarlo hacia la asignatura, ademds de un buen punto de
partida tanto para la introduccion de conceptos matemdticos como el uso de la propia
herramienta GeoGebra. En este trabajo se presentan varias propuestas, creadas con
GeoGebra sobre como llevarlo a cabo.

Introduccion

En la ensefianza de la matematica resulta conveniente motivar a nuestro alumnado
mostrandole como las matemadticas estan siempre presentes a su alrededor. Entrenar la
mirada matematica les servird no solo a reconocer los patrones matematicos alla donde
vaya, sino para disfrutar mas del arte, interesarse y aprender esta disciplina, ligando los
conocimientos abstractos a elementos cercanos del mundo que le rodea, del arte, de la
arquitectura, etc.

En este trabajo se presentan algunas practicas para llevar al aula, creadas con GeoGebra,
cuya caracteristica comin es utilizar un applet que permite hacer construcciones,
visualizar, interpretar y manipular comodamente las matematicas que se quieren trabajar
para, a continuacion, hacer diferentes propuestas al alumnado.

Los applets se basan en la “mirada matematica” que hemos comentado anteriormente, y
que desglosaremos a continuacion.

Por comodidad, se han reunido en el libro GeoGebra:

https://www.geogebra.org/m/k7hf6hmd

La eleccion de GeoGebra como herramienta es fundamental, debido tanto a su sencillez
de manejo para el profesor y para el alumnado, como a la posibilidad de combinarlo con
las demas herramientas de la web GeoGebra. Por ejemplo, el uso de “lecciones
GeoGebra” que combinen construcciones y preguntas a desarrollar resultan muy

versatiles en la ensefianza. Gracias a ellas, GeoGebra nos permite proporcionar a los
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docentes un material ya preparado que puede utilizarse directamente en el aula, a modo

de REA (Recurso Educativo Abierto), incluyendo en estas actividades toda la propuesta

didactica, y no Unicamente el applet de GeoGebra.

El uso de GeoGebra y la mirada matematica como herramienta docente

La combinacion de GeoGebra con una “mirada matematica” nos ofrece practicamente
infinitas posibilidades. En este trabajo, a modo de ejemplo, hemos querido hacer una
pequena seleccion, agrupandolas en cuatro bloques tematicos y mostrando en cada uno
algunas de las posibles actividades que podemos implementar.

Estos bloques son los siguientes

1. Mirada matematica e iniciacion a GeoGebra:

La busqueda de elementos geométricos en nuestro entorno sirve como motivacion en si
misma para acercar al alumnado las matematicas. Especialmente si se ofrece la
posibilidad de modelizar con herramientas sencillas, como GeoGebra. Por ejemplo, en

la actividad “Iniciacién a GeoGebra con... petroglifos” (fig. 1)

Circunferencias
Trazos guerreros

Imagen

Piedra

*®

Fig 1. Detalle de la actividad “Iniciacion a GeoGebra con petroglifos”

Tenemos una propuesta didactica donde el alumnado utilizara la geometria para
identificar elementos en petroglifos, pero también para responder algunas cuestiones
matematicas sencillas relacionadas.

En este sentido, la actividad puede enriquecerse con algunas variaciones donde el
profesor puede utilizarla de modelo para hacer sus propias propuestas, con elementos de
un entorno que resulte familiar a su alumnado, o que vaya a conocer en una actividad
extraescolar, como puede ser la visita a un museo. El reconocimiento de patrones

matematicos supondra un divertido reto para el alumnado, a la vez que servird como
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motivacion extra para observar los elementos del museo.
Otro enfoque posible es preparar una actividad en la que el alumnado no necesite
modelizar, sino que deba identificar elementos geométricos que le proponemos.

Por ejemplo, podemos preparar una actividad similar a “Introduccién a GeoGebra:

lineas en el arte” (fig. 2) donde, a modo de juego, el alumnado de primaria aprendera a

identificar diferentes tipos de lineas.

Pulsa en unas | rectas paralelas Voiver

Hacer otro

ra
[

Fig 2. detalle de la actividad “Introduccion a GeoGebra: lineas en el arte”
Otra posibilidad més es utilizar la busqueda de elementos geométricos y su
modelizacion como pie paraa una pequefia investigacion tanto de elementos
matematicos, como interdisciplinar histdorico-artistica, segin el enfoque que le interese
dar al profesorado.

Es el caso de la actividad “Cruz patada y poligonos regulares” (fig. 3),

Imagen

Ver partes
Cuadrado 1 Cuadrado 2
Octégono

Lateral 1
Tridngulos de la cruz
Circunferencia e

Fig. 3. Detalle de la actividad “Cruz patada y poligonos regulares”.

que consiste en una construccion relativamente sencilla de hacer para el alumnado, pero

que nos sirve tanto para resolver cuestiones matematicas, referentes a simetrias, angulos
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e incluso problemas trigonométricos, pero también hacer un analisis de la simbologia
que presenta.

2. Aprendemos GeoGebra modelizando nuestro entorno

Con este bloque de actividades queremos mostrar ejemplos de cémo, a partir de
sencillas herramientas de GeoGebra podemos realizar el modelizado de elementos
cotidianos de nuestro entorno, a la vez que nos permiten plantear y resolver cuestiones
de interés para el alumnado.
Por ejemplo,

e ,qué tipo de curva es el arcoiris? (actividad “Arcoiris”, fig. 4a)

e /los insectos presentan simetria? (actividad “Explorando simetrias y poligonos

regulares” fig. 4b)

e /qué matematicas esconde el disefio de la concha de una tortuga? (actividad

“Matematicas en la concha de una tortuga” fig. 4c)

Arcoiris Explorando simetrias y Matematicas en la
poligonos regulares concha de una tortuga

Fig 4a, 4b y 4c. Detalle de alguna de las actividades mencionadas
El modelizado matematico abre un abanico muy amplio de posibilidades. Dependiendo
del conocimiento sobre GeoGebra de nuestro alumnado podremos guiarle en la creacion
del modelo, fomentando asi de forma ludica su vision y calculo espacial, o bien
utilizarlo como introduccion a actividades puramente matemadticas o, si queremos,

también interdisciplinares

Lampara hexagonal. Esferas tangentes y
Mirada matematica naranjas

Fig 5ay 5b. Detalle de actividades GeoGebra
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Por ejemplo, el analisis de una lampara de mesilla (fig. 5a) puede servir para el estudio

de los poliedros y la formula de Euler; y una trifoliacién de naranjas (fig. 5b)

combinando conceptos matematicos como las tangencias con conceptos de biologia

relacionados con esta fruta, pero que surgen de manera natural al hacer la modelizacion.

3. Arcos v tangencias

Otra de las grandes posibilidades de la mirada matematica, es el estudio de la
arquitectura y el arte a través de los arcos y tangencias.

El estudio de su construccion de ellos, a través del modelizado, o bien del analisis
guiado de los elementos puede tomar forma de una situacidon de aprendizaje en el que
trabajar los més diversos aspectos de la geometria de secundaria y bachillerato., desde la
construccion de una circunferencia hasta el trazado de tangentes utilizando cénicas.

Por ejemplo, el modelizado del Arco de la Estrella (Caceres) (fig. 6) hard que nuestro

alumnado razone sobre el uso de las matematicas necesarias para construir diferentes
tipos de arco: medio punto, escarzano, carpanel, apuntado. Viendo de primera mano la
utilidad de las matematicas y aprendiendo a reconocer estos elementos en las

construcciones que puede encontrar en su entorno.

Modelizamos el arco de la Estrella

Fig. 6. Detalle de actividades de modelizado de arcos

Igualmente, el modelizado de otros elementos decorativos en las construcciones
resultara de utilidad no Unicamente para su conocimiento matematico, sino para
comprender y apreciar mejor la importancia de las matematicas en el arte
reconociéndolas como las piezas bésicas necesatias para hacer esas composiciones de
gran belleza, como pueden ser los rosetones y ventanales. Como ejemplo, el roseton de

la Catedral de Valencia (fig. 7) o ventanales de la Sagrada Familia (Barcelona) (fig 8).
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Explicaciones

Ver imagen

iModelo terminado!

Rosacea
PR ra
D Rosaceainte o 4

Explicaciones
Paso 6/6

Ver imagen

Modelizado completo.

Poligonos
Rellenos

Lineas intermedias

Mediatrices... 4
[1« 0] =krs

Fig. 8. Detalle de la actividad “Arcos y tangencias. Ventanales en la Sagrada Familia”.

4. Interpretaciones geométricas

Para finalizar, quisiera resaltar que la interpretacion geométrica del arte o las
construcciones con GeoGebra de alguno de sus elementos nos ayudard a comprenderlo
mejor, a la vez que nos servird para utilizar, de manera activa, nuestros conocimientos
matematicos.

Una mirada matematica entrenada no pasard “ciega” ante aquello que se encuentra a su
alrededor, sino que serd capaz de fijarse en los detalles con los que se ha construido y
dar una interpretacion de aquello que, sin palabras, los autores han querido
transmitirnos o simbolizar.

A este respecto, podriamos mencionar la cruz patada que vimos en el apartado 1, o la

actividad “Tallas que utilizan elementos geométricos. Iglesia de Agudo” (fig. 9), con la

que podemos hacer notar la diferencia entre entrar en una iglesia sin siquiera reparar en
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la figura geométrica que aparece en la puerta, o bien entender la posible interpretacion
religiosa que quiso dar el autor a esa creacion. Y, por supuesto, en el proceso, dar una

aplicacion préctica a los conocimientos de geometria de nuestro alumnado.

Fig 9. Detalle de la actividad “Tallas que utilizan elementos geométricos”

Es el mismo caso que al hacer un analisis matematico de los elementos que aparecen en
un cuadro. En muchas ocasiones nos revelan mas informaciéon sobre la intencion del
autor al crear esa obra, resaltando la simbologia que queria transmitirnos el autor. Como

ejemplo, podemos mencionar “Maiestas Domini. Mandorla y circunferencias” (fig. 10).

Ver imagen

Rombo divino
i Cuadrados
Tetramorfos

P Mandorla

En muchas de estas actividades, ademés de servirnos como base para establecer
razonamientos geométricos, a veces bastante complejos, como los relativos a
tangencias, podemos aprovechar para investigar otras areas de la matematica. En la
actividad mencionada anteriormente, se aprovecha la relacion de la “mandorla” con la

raiz de 3 y, a través de una secuencia guiada de cuestiones plantear:
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¢ FEl deducir, usando trigonometria, esa relacion con la raiz de 3,

e relacionarlo con las aproximaciones, los errores absolutos y relativos.

e Estudiar algunas propiedades del nimero 153, que aparece en el denominador de
la aproximaciéon suya 265/153, conocida desde la antigiiedad.
Por ejemplo, podemos aprovechar para introducir los numeros triangulares

(tanto 153 como 351 lo son) y repasar la suma de una progresion aritmética.

Conclusion

Se ha expuesto una pequefia muestra de las actividades que podemos realizar referentes
a la mirada matematica, que tienen cabida y aplicacion directa en nuestras aulas de
matematicas. Como hemos visto en los ejemplos mencionados, podemos centrarnos
tanto en algo cotidiano y aparentemente trivial como unas frutas, una lampara, la puerta
de una iglesia, hasta obras de arte o grandes creaciones arquitectonicas. En todas ellas
podemos encontrar matematicas y dirigir nuestra mirada para llevar esa interpretacion
matematica al nivel educativo que deseemos.

Este enfoque puede ser un gran aliado para establecer situaciones de aprendizaje que
nos brinden la oportunidad de interesar a nuestro alumnado, tanto en el uso de software
de geometria dindmica, como el aprendizaje de cuestiones puramente matematicas, a la
vez que se visualiza la estrecha relacion de las matemadticas con otras muchas

disciplinas y su presencia en el mundo que nos rodea.
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Situaciones de aprendizaje basadas en retos con fotografia matematica, GG y RA

Santi Vilches — Nuria Vilches
svilches@xtec.cat — nvilches@xtec.cat
ABEAM, ACQG, Institut Vilamajor, Catalufia.

Nucleo tematico: GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de la Matematica en las
diferentes modalidades y niveles educativos.

Modalidad: Comunicacién

Nivel educativo: Ensefianza media y Bachillerato. Franja 12-17 afios

Palabras clave: Fotografia, Competencias, Saberes, Retos

Resumen

El nuevo curriculo obliga a diseniar situaciones de aprendizaje en contextos diversos
planteando retos significativos. Desde el Grupo de Fotografia Matemdatica de ABEAM
llevamos mas de 10 anios realizado propuestas diversas con la incorporacion de retos
en los que el GeoGebra permite movilizar saberes para el aprendizaje de las distintas
competencias, dichas situaciones se basan en en realizar conjeturas, comprobaciones,
generar movimientos, modelizar, y crear nuevas realidades siempre a partir de
fotografias y con el uso del GeoGebra.

Introduccion

Hablar de fotografia matematica nos remonta a fotografas como Tana Hoban, (1917 —
2006) pionera en plasmar la geometria en sus fotografias, tal como podemos ver en
"Circles, Triangles, and squares" (1974) o en “Cubes, Cones, Cylinders & Spheres”
(2000) en las que la belleza de la matematica y la plasticidad de la fotografia se funden
en unas imagenes impactantes. Actualmente existen innumerables ejemplos de
fotografos que encuentran en la matematica su fuente de inspiracion. En el ambito de la
ensefianza de la matematica existen contribuciones notables de personalidades como
Carme Burgues (1992), profesora emérita de la Universidad de Barcelona en el
departamento de Didactica de las Ciencias experimentales y la Matematica quien ve en
la fotografia matematica
[...] la intuicion, la percepcion y sobre todo el entorno natural

Uno de los grupos de trabajo mas notables en lo que respecta a fotografia matematica es
el de ABEAM www.fotografiamatematica.cat, del que los autores forman parte. En el
seno de este grupo hemos estado fomentando el uso de la fotografia como herramienta
didactica en el aula de matematicas desde hace ya 25 afios. Actualmente movilizamos

250 centros educativos y mas de 30000 alumnos.
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Por lo que respecta al uso de la fotografia con el GeoGebra, somos pioneros en la
ABEAM incorporando ejemplos y propuestas del uso del GeoGebra con la fotografia
desde los inicios de la irrupcion del GeoGebra en las aulas. Cabe destacar la fuerte
implicacion y colaboracion de la ACG con contribuciones didacticas notables de
expertos en GeoGebra como Bernat Ancochea y Pep Bujosa. Paralelamente han surgido
otras iniciativas como la destacadisima iniciativa del el concurso fotoGebra de Karina

Rizzo www.fotogebra.org

Nuestra dilatada experiencia en el grupo de fotografia matematica de ABEAM nos ha
llevado a la conclusion que organizar un concurso, sin mas, es una tarea pobre desde un
punto de vista didactico ya que existe la tendencia a plasmar imagenes con elementos
matematicos anecdoticos, desde esta perspectiva hemos hecho un enorme esfuerzo en
fomentar las actividades de aula con el uso de la fotografia. Los frutos de esta
experiencia han sido enormemente fructiferos pero a menudo falta traspasar la imagen
para llegar a la esencia matematica, y es aqui donde el potencial del GeoGebra alcanza
cotas extraordinarias.

Los nuevos curriculos de matematicas, se basan en fomentar el aprendizaje de las
matematicas a través de Situaciones de Aprendizaje enmarcadas en un contexto en el
que es necesario alcanzar un reto, preferiblemente creativo, que resuelva alguna
problematica. A menudo, el GeoGebra, por si solo, carece del contexto necesario para
plantear un reto significativo, promoviendo matematicas en si mismas. Contrariamente,
la fotografia, por si sola, a menudo carece del entramado matematico necesario para
lograr movilizar saberes complejos y de calidad para alcanzar aprendizajes
competenciales significativos y sistémicos. La fusion de ambos, permite disefiar
situaciones de aprendizaje que encajan perfectamente en las nuevas propuestas
pedagogicas fomentando un aprendizaje profundo y complejo pero, al mismo tiempo
respetando los distintos ritmos de aprendizaje

Desde el Grupo de Fotografia Matematica de ABEAM hemos analizado las distintas
tipologias de actividades con GeoGebra y planteamos una posible clasificacion de la

que haremos una descripciéon y mostraremos ejemplos a partir de fotografias de

www.fotografiamatematica.cat.
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Conjeturar e investigar

Uno de los titulos mas recurrentes entre las fotografias que recibimos en el concurso de
fotografia es “Pardbola”, en demasiadas ocasiones la fotografia simplemente refleja un
objeto en forma de “U”. En realidad, este titulo no corresponde a una investigacion sind
a una simple especulacién o conjetura, con lo que el titulo, realmente deberia de
formularse en forma de pregunta: “Pardbola?” Es decir, hacemos una conjetura e
invitamos a una investigacion. De pronto una fotografia anecdotica e irrelevante se
convierte en un reto interesante que obliga a plantearse una serie de preguntas:

e Como puedo saber si es 0 no parabola?

e Sino es pardbola, ;qué es? ;Por qué?

e Podemos hacer nuevas fotos de parabolas?

e Comprobamos que lo s6n?
Veamos algin ejemplo:
Ejemplol: “Paraboles d’alts vols” de Christian Roig Losada.
En esta foto podemos movilizar saberes: Vertice, abertura, etc. Con los que el alumnado

interioriza dichos conceptos buscando la pardbola que describe el movimiento.

y=a(z—p)’+q
= 1.4(z — 1.07)* - 0.37

Ejemplo2: “Parabola musical” de Gemma Blanch
Este es un claro ejemplo de confusién conceptual. ;Cudl es el concepto matematico
vinculado a esta imagen?. Resulta facilmente comprobable con GG que no se trata de

una parabola ;De qué se trata? ;Por qué?
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Ejemplo 3. ParabOUla: de “Ona Liu”

Ona, presupone que el huevo (OU en catalan) se ajusta a la forma de parabola. En
realidad lo que esta haciendo no es afirmar, sind especular o conjeturar. Esta foto nos
invita a investigar la geometria del huevo y a modelizarlo, una activitat enormemente
interesante que nos obliga a diferenciar entre pardbola, catenaria y otras curvas, asi

como descubrir algunos secretos del GeoGebra 3D adaptados a alumnado de la ESO.

p(x) = —0.6x* +33

Ejemplo 3: “Recreant a Newton”de Josep Mari Torres

Esta fotografia resulta enormemente interesante porque en ella no se ve la forma de la
parabola sind su esencia y su presencia en un contexto real. Nos abre las puertas a hacer
una auténtica investigacion con el GeoGebra, tal como podemos comprobar en las

siguientes imagenes
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Dar vida a una fotografia.

Poner en movimiento una fotografia supone un reto apasionante, creativo y no trivial,
que permite encajarlo en un contexto con la movilizacion de unos saberes muy
concretos, facilitando el disefio de interesantisimas situaciones de aprendizaje.

Ejemplo 4. Planteamos el reto de dar movimiento rectilineo a un objeto incrustado en

una fotografia dandole vida (foto Santi Vilches)

NIERZE N = PANE
@ A=0.0) g

@ B=(120)
@ C=(s.30)

© D=(103267)

. . 0 - K3 -1 @
Para realizar dicho reto se propone a |, « oo ;
@ F=(763931)

los estudiantes el uso del GeoGebra

u = Vector(E,F)
(~6.04
i ( 0.12,
@ P-Db+eu
— (5.36,277)

con determinadas restricciones.

1. Vincular el objeto (la moto) a |o < <

— (252,311)

un punto P
2. Generar el desplazamiento del
punto P (la moto) a través de la traslacion de una posicion original D mediante
un vector v, esdecir P=D + a-v
3. Parametrizar el movimiento con un deslizante a.
Las restricciones que se imponen a la actividad obligan al estudiante a movilizar los
saberes relacionados con las ecuaciones de la recta, sin que, de hecho, se haya hablado
todavia de dicho concepto, con lo cual, resultard sencillo introducir dichos saberes a
posteriori de una manera constructiva y natural. Obsérvese que la actividad requiere
resolver una situacion o problematica (competéncia) movilizando unos saberes
concretos (movimientos en el plano) facilitando la construccion del conocimiento por

parte del estudiante de una manera autonoma y eficaz (aprender a aprender)

Ejemplo 5: La siguiente actividad parte de la fotografia titulada “La bisectriu que
gronxa” (La bisectriz que se balancea) de Marc Fontes

El reto consiste en conseguir que el columpio se balancee con un movimiento natural, es
decir alcanzando la velocidad maxima en el punto mas bajo.

Para realizar dicho reto, no solo hay que lograr que el columpio se mueva siguiendo un
arco de circunferencia, sind que, ademas hay que movilizar saberes relacionados con la

trigonometria para lograr una velocidad natural
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La modelizaciéon de una imagen en GeoGebra 3D permite’
trabajar en profundidad distintas competencias, no solo la
modelizacién, también la interpretacion, la comunicacién, la
resolucion, aprender a aprender, la cooperacion etc, ademés%
resulta facil incorporar la movilizacion de saberes concretos i =
veamos un ejemplo.
Ejemplo 6. En este caso se pide a los estudiantes que modelicen
la imagen siguiente titulada ‘“Posici6 aleatoria a la mar”
de Naomi

Valcarcel Pérez para lograrlo se exige que se usen los saberes siguientes: azar y

aleatoriedad, las ecuaciones de la recta, paralelismo, perpendicularidad, lugares

geométricos, curvas paramétricas, GeoGebra y Realidad Aumentada.

Foto de la entrega de premios del concurso de
fotografia matematica de ABEAM con RA
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Crear una nueva realidad con la RA.

Uno de los retos mas interesantes que hemos fomentado con GeoGebra y fotografia es
la incorporacion de elementos creativos en un contexto real a través de la Realidad

Aumentada.

Ejemplo 6. El reto planteado en este ejemplo consistia en disefiar y crear una peonza
tridimensional con la superficie de revolucion a partir del perfil de una funcién definida
a trozos continua y derivable en al menos uno de los puntos. La culminacion del reto
consistia no solo en imprimir la peonza con una impresora 3D sind, también realizar una
fotografia jugando con la peonza en Realidad Aumentada. Sergi Prats fue uno de los

estudiantes que realizé una propuesta titulada “juguem a les baldufes”.

I

Competencias

Todas las actividades propuestas requieren de una gestion de aula muy determinada, en
la que se priorice el aprendizaje de las competencias por encima de todo. Muchos de los
retos propuestos son susceptibles de lograrse con GeoGebra a partir de un simple
ensayo y error, sin profundizar en los conceptos y estratégias matematicas, ello obliga a
evaluar las actividades a partir de informes en los que los estudiantes muestren de
manera clara y evidente todo el proceso mental que les ha permitido lograr el reto, por
encima del propio reto, es decir, la excelencia no se logra disefiando una peonza
aparentemente mas compleja, sind mostrando la capacidad de movilizar sabes
complejos y de comunicar dicha capacidad con el lenguaje matematico adecuado. Esta
gestion de aula obliga a evaluar las actividades a partir de observaciones
competenciales. (El alumno o la alumna interpreta, modeliza, resuelve, conjetura,

comunica, se autorregula, comparte?, etc
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Conclusiones

El nuevo curriculo requiere de situaciones de aprendizaje contextualizadas que permitan
realizar actividades matematicas significativas en un entorno de escuela inclusiva, la
fotografia matematica junto con el GeoGebra permite proponer retos complejos que
requieren de la movilizacion de los saberes para lograr un aprendizaje competencial

(Interpretar, modelizar, resolver, conjeturar, comunicar, autorregularse, compartir, etc)

El componente creativo de los retos permiten una flexibilidad de las soluciones y
propuestas ajustadas a las capacidades de cada estudiante En el grupo de fotografia
matematica de ABEAM, con la colaboracion de la ACG hemos estado haciendo

investigacion pedagogica en el aula de matematicas con interesantes propuestas.
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Nucleo tematico: GeoGebra no ensino e aprendizagem de Matematica nas diferentes
modalidades e graus de ensino

Modalidad: CB

Nivel educativo: Ensino Médio (12 a 15 anos), Ensino Secundario (16 a 18 anos) e
Formacao Profissional

Palabras clave: Gamificacdo; Jogos; Tecnologias Digitais; GeoGebra

Resumo

O presente trabalho é um recorte de uma pesquisa de doutorado, em andamento, que
visa a construgdo de jogos com feedback automatico para o estudo de fungdo afim por
meio do software GeoGebra. Como aporte tedrico ¢ utilizado a teoria dos Registros de
Representag¢do Semiotica de Raymond Duval, cujas indicagoes podem permitir ao aluno
comprender diferentes formas de representagoes de um objeto matemdtico, como o
algébrico, tabular e grdfico, associando-os a mesma fungdo. A proposta de atividades
gamificadas proporcionam ao aluno wuma aprendizagem mais significativa,
posibilitando que ele se sinta motivado em solucionar problemas e eleve seus niveis de

engajamento.
Palavras-chave: Gamificagdo; Jogo; Fun¢do afim; Registros de Representacdo Semiotica

Introducao

Com o avanco da tecnologia, criangas e adolescentes estdo cada vez mais conectados a
internet por meio de dispositivos eletronicos e, em sala de aula, deparam-se com um
ensino tradicional, com aulas mecanizadas baseadas na memorizagdo e exercicios
repetitivos que os levam, cada vez mais, ao desinteresse pela matematica.

A falta de recursos tecnoldgicos em sala de aula ¢ outro fator que contribui para os
baixos indices de motiva¢ao em aprender, aliado aos métodos tradicionais de avaliagdo
que sdo baseados em certo ou errado e ndo fornecem um feedback no tempo adequado
ao aluno, dificultando que ele rompa obstaculos e tenha um resultado de forma mais
satisfatoria.

Para Barbosa, Pontes e Castro (2020), a utilizagdo de tecnologias em sala de aula como
ferramenta de ensino permite ao professor utilizar esses recursos de modo a estimular a
aprendizagem do estudante.

Com o intuito de elevar a motivacdo e os niveis de engajamentos dos alunos, a

gamificacdo vem ganando, cada vez mais, adeptos no contexto educacional como uma
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interessante estratégia de ensino (Silva & Abar, 2023).

Segundo Kapp (2012) a gamificacdio ¢ a utilizacdo de mecanicas, estéticas e
pensamentos dos jogos com a finalidade de engajar pessoas, motivar a acao, solucionar
problemas e promover a aprendizagem. Para Deterding et al. (2011), a gamificacdo esta
baseada no uso de elementos de um jogo em um sistema de ndo jogo, visando a
aprimoragdo da experiéncia e do engajamento do sujeito em uma determinada tarefa.
Por sua vez, Garcia-Ruiz, Bonilla-del-Rio e Diego-Mantecon (2018) classificam
gamificacio como um recurso pedagodgico utilizado no processo de ensino e
aprendizagem que emprega elementos de um jogo, em um contexto ndo ludico, com o
objetivo de proporcionar uma melhor experiéncia aos alunos.

Representagdes semioticas sdo produtos compostos por signos que fazem parte de um
sistema representacional com suas proprias restrigdes de funcdo e significado (Duval,
1993). A aprendizagem torna-se ainda mais importante quando os sujeitos sdo capazes
de realizar tratamentos de forma mais geral em diferentes registros de representagdo
(Damm, 2008).

Segundo Duval (1993), um sistema semidtico ¢ considerado um registro de
representacdo quando o mesmo possibilita que trés atividades cognitivas fundamentais
estejam ligadas a semiose. A primeira estd relacionada a uma forma de representacao
que seja identificavel para a execu¢do de uma determinada tarefa, seja por meio de um
enunciado, texto, etc. A segunda refere-se ao tratamento, que ¢ a transformagdo que
ocorre dentro de um mesmo registro. Assim, podemos expressar a soma de numeros
racionais tanto em sua representacdo decimal quanto fraciondria, por exemplo. Por fim,
a terceira destina-se a conversdo, que sdo as transformagdes que acontecem de
diferentes tipos de registro, conservando tudo ou apenas parte do conteiido da
representacao inicial.

Considerando o exposto acima, o objetivo desse trabalho ¢ apresentar uma das
propostas de jogo com feedback automéatico por meio do sofiware GeoGebra para o
ensino de fung¢do afim, posibilitando ao aluno assimilar diferentes formas de registros de
um mesmo objeto matematico, utilizando as estratégias da gamificag@o a fim de elevar

seus niveis de engajamento e motivagao.

Metodologia e desenvolvimento do jogo
O jogo desenvolvido foi inspirado no trabalho de Castro (2022) e planejado para ser

aplicado em uma turma de 1° ano do ensino médio durante uma aula de matematica.
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O fluxograma mostrado na Figura 1 foi elaborado para representar as etapas do jogo.

Figura 1 — Fluxograma de elaboragdo do jogo

Dadaafuncdof(x)=ax+b,
Determine f(x)

A Clicar no botdo inserir A% piaRae Insegldetn
Acertou? s —> tabela e no planc — Determinar novo f(x)
cartesiano

N3o |

Dar feedback por texto e Dar feedback por texto e | N&©

imagem para auxilio imagem para auxilio

Sim
Clicar nobotdo Dar feedback parabenizandoe 22 ponto € inseridona Dar feedback positivo
“Recomecar” paranova [& graficoé representado no plano |« tabela e no plano < visualeclicarno botdo
atividade cartesiano cartesiano inserirtabela

Fonte: Elaborado pelos autores

A proposta é fazer com que o aluno consiga assimilar a fun¢do dada em sua forma
algébrica e associd-la com a forma tabular de maneira a comprender a correta conversao
entre os registros, a fim de obter sua representacdo grafica. Caso o aluno ndo consiga
determinar o correto valor de f(x), um feedback automatico serd fornecido de forma a
orientd-lo a solucionar seu erro.

Ao iniciar o jogo, o aluno depara-se com uma fun¢do em sua representagdo grafica e um
enunciado, solicitando para obter um determinado valor de f(x), conforme mostrado na

Figura 2.

Figura 2 — Tela inicial do jogo

Dada a fungdo f definida por f(x) =4 x + 5, preencha a tabela abaixo S

encontrando o valor correspondente de x e verifique se os pontos no plano

cartesiano correspondem a representacao gréfica da fungao.

f(3) = (x,y) Pontos = 0

Fonte: Elaborado pelos autores
Se a resposta estiver correta, aparecerda um feedback visual no formato de um visto
verde junto com um botdo para que o aluno clique e insira a resposta na tabela. Caso a

resposta esteja errada, ¢ fornecido um feedback visual em formato de um “x” vermelho
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e um textual dando orientagdes em como

resolver o problema, assim o aluno terad a

oportunidade de analizar seu erro e realizar novas conjecturas, conforme mostra Figura

3.

Figura 3 — Feedback do jogo (a) ao acertar ¢ (b) ao errar

Dada a funcao f definida por f(x) = -5 x - 2, preencha a tabela abaixo
encontrando o valor correspondente de x e verifique se os pontos no plano
cartesiano correspondem a representagao gréfica da fungao.

Dada a funcao f definida por f(x) = -5 x - 2, preencha a tabela abaixo
encontrando o valor correspondente de x e verifique se os pontos no plano

cartesiano correspondem a representagao gréfica da funcao.

y=3 Pontos =0 | s_1)—l2 |§¢ Pontos = 0
Inserir na tabela
Atengio! Verifique o jogo de sinal ao efetuar a multiplicacio e soma/subtracio

Lembre-se da reg

ult o
[ e ‘ j
3in: T gativo
Soma / Subtragio
+ Sinais iguais: soma e mantém o sinal
+ Sinais diferentes: subtrai e repete o sinal do maior

Veja os exemplos:
f(-4) = -5(-4) -2
f(4) =-5(4) -2 =-20 -

(@)

(b)

Fonte: Elaborado pelos autores

Estando a resposta correta, apds clicar no botdo de inserir na tabela, automaticamente o
valor do par ordenado ¢ transferido para a tabela e seu ponto ¢ representado no plano
cartesiano. Em seguida, surge um novo valor aleatoriamente para que o aluno possa

repetir o processo, conforme podemos conferir na Figura 4.

Figura 4 — Representag@o do valor na forma tabular e grafica

Dada a funcéo f definida por f(x) = -5 x - 2, preencha a tabela abaixo [:]
encontrando o valor correspondente de x e verifique se os pontos no plano i
cartesiano correspondem a representacao grafica da fungao.
3) — x X, Pontos = 0
£(3) = Ty 5
-1(3((-1,3)
[ ]
4 2 o a
K]
-10

Fonte: Elaborado pelos autores
Ao repetir o processo e inserir o novo valor na tabela, aparecerd de forma automatica a
reta construida pelos dois pontos representados no plano cartesiano € um feedback
positivo informando que o aluno concluiu a atividade, segundo Figura 5. Assim, o

estudante clicard em “recomecar” para jogar novamente e seu ponto sera contabilizado.

Figura 5 — Feedback ao concluir atividade
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Dada a funcao f definida por f(x) = -5 x - 2, preencha a tabela abaixo D

encontrando o valor correspondente de x e verifique se os pontos no plano %

cartesiano correspondem a representacao grafica da fungao.
f(3) = x y (xy) \Pontos =10
’ -1 3 | (-1,3) ¢

3 [-17](3,-17)

Recomecar

0\ 5
Parabéns! / N

LS. )
Vocé concluiu a atividade! \&

@\
®
~ 4

(

Fonte: Elaborado pelos autores

Consideragoes finais

A utilizacdo de jogos em sala de aula, pode permitir ao aluno aprender de forma ludica e
divertida, despertando seu interesse e elevando seus niveis de motivagdo. A proposta do
feedback automético possibilita que o educando tenha uma resposta imediata de seu
desempenho e possa superar seus obstaculos. Espera-se que esse trabalho possa
contribuir para que professores e pesquisadores tenham interesse em utilizar recursos
digitais em suas aulas de forma a viabilizar uma aprendizagem mais significativa,

diferente e divertida.
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DIVERSION CON BANDERAS. UN CAMINO DE ENTRADA A GEOGEBRA

José Manuel Arranz San José — Enrique Hernando Arnaiz — Rubén Jiménez Jiménez
jmarranz@educa.jcyl.es — ehernandoar@educa.jcyl.es — rjimenezj@educa.jcyl.es

Instituto GeoGebra Castilla y Leon, Espaia.

Nucleo tematico: GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de la Matematica en las

diferentes modalidades y niveles educativos
Modalidad: Comunicacion (CB)

Nivel educativo: Medio o Secundario (12 a 15 afos) y Terciario o Bachillerato (16 a 18

afios) y Formacion Profesional.

Palabras clave: Iniciacion a GeoGebra, Banderas, Geometria, Investigacion.

Resumen

La presente comunicacion pretende mostrar una experiencia de aula, destinada a
alumnos de educacion secundaria obligatoria, 1° de bachillerato o ciclos formativos, o
para una o dos sesiones de ESTALMAT. Pretendemos introducir a los alumnos al uso de
GeoGebra de forma virtualmente manipulativa (como si de un laboratorio de
matematicas se tratara) y, a partir de ahi, poder —con herramientas muy sencillas,
introducir a los alumnos en el uso de GeoGebra— trabajar, conjeturar, probar, investigar,
en definitiva, mejorar la adquisicion de los conceptos matemdticos que vayan surgiendo
a partir del trabajo con las proporciones, simetrias, poligonos, etc, elementos que
aparecen en la construccion de las banderas de los paises del mundo, regiones o
cualquiera que al alumno le pueda interesar.

Al contrario de lo que normalmente se piensa, no todas las banderas son rectangulos de
igual proporcion, como podria parecer si usas los iconos de banderas del mundo del
teclado de tu movil o tablet. En la pagina Web de la vexilologia, ciencia que estudia las
banderas, se nos muestra que las banderas tienen un abanico muy amplio de posibles
proporciones.

En esta comunicacion estudiaremos muchas de las Matematicas que se esconden detras
de una bandera.
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Desarrollo
Luis Balbuena (2000) escribe:

Uno de los errores mas habituales con relacion al mundo de las banderas es el
considerar que se pueden reproducir en un rectdngulo comun para todas.
Posiblemente esté inducido porque en ciertas enciclopedias y atlas aparecen asi.
Pero lo cierto es que hay veintiin modelos diferentes de proporcionalidad en las
dimensiones. Si incluimos las cuadradas, las proporciones varian entre la 11:28
de Qatar y la cuadrada 1:1. Entre estas dos, se encuentran las siguientes: 1:2,
10:19, 5:9,21:38,4:7,10:17, 3:5, 11:18, 5:8, 7:11, 2:3, 7:10, 5:7, 18:25, 8:11, 3:4,
28:37,4:5y 13:15 (Luis Balbuena)

LAS NACIONES Y SUS BANDERAS

Imagen 1 José Manuel Erbez y Luis Balbuena. Soecidad Espariola de Vexilologia

Con esta comunicacion pretendemos utilizar las banderas como una situaciéon de

aprendizaje en el que trabajar distintos conceptos matematicos y conexiones entre ellos.

Uno de los productos finales que el alumnado deberé entregar al acabar esta situacion de
aprendizaje serd una bandera construida con GeoGebra. Con el asesoramiento del
docente, el alumno elegird una bandera, investigara su proporcion y las caracteristicas de
todos los elementos que componen la bandera incluidas las distancias entre estos

elementos.
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La propuesta al completo se ha desarrollado en un libro GeoGebra preparado para que
cualquier docente pueda utilizarlo en su aula como un aula GeoGebra. La direccion del

libro es:

https://www.geogebra.org/m/kam9gzks

La primera parte de la situacion de aprendizaje consistird en trabajar las proporciones,

Reyes (2018) y Fernandez (2003):

Se empieza a trabajar la historia de las proporciones y vemos como las averiguaban los
antiguos griegos, es decir, retirando sucesivamente cuadrados méaximos del rectangulo
original hasta que el rectangulo que quede sea un cuadrado. En ese momento hemos
encontrado el méximo comun divisor con el que se puede medir, de forma exacta, tanto
la base como la altura del rectangulo. Trabajamos ejemplos y ejercicios y vemos que las
proporciones pueden ser estaticas (razon de nimeros enteros) o dindmicas (irracionales)

a partir de ahi, construimos con GeoGebra algunas “famosas” especialmente usadas:
y, 5

e Rectangulo duplo (1:2, como se expresa en las banderas).

e Sesquidltero (2:3).

e Las de proporcion v’ 2 y la proporcion 4urea.
Antes de comenzar con la construccion de las banderas se trabajaran dos aspectos que se
utilizan en muchisimas banderas: la division de un segmento en n partes iguales y la
construccion de la estrella de cinco puntas. Se han confeccionado varias actividades con

GeoGebra sobre estos dos aspectos que estan en el capitulo divide y venceras del libro

GeoGebra.
Segun el nivel de los alumnos, podemos trabajar de distintas formas:

e Mediante la division en partes iguales utilizando el Teorema de Tales

e Con la parametrizacion del segmento de extremos A y B y el comando secuencia:
k
Secuencia (A+ (B —A) - ;'k» L,n-1)

Este comando se utilizard en muchas banderas para realizar las franjas
horizontales o verticales. Ademads, se utilizaran otras secuencias para dibujar los
poligonos de las distintas franjas de la bandera.

e O con medias ponderadas de los extremos del segmento o, mejor dicho, de sus

vectores de posicion (otra puerta para le trabajo con GeoGebra). Como se puede
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ver son muchas las conexiones entre distintas partes de las Matematicas que
podemos ver con este trabajo.

e En algunas ocasiones no nos interesara encontrar todos los puntos que dividen a
un segmento en n partes iguales y so6lo necesitaremos uno de los puntos, por
ejemplo, en la bandera de Castilla y Leon de proporciones 76:99. Si tenemos el
segmento del largo de la bandera necesitaremos dividir este segmento en 99 partes

y quedarnos con el punto 76 para construccion el alto de la bandera.

A 76 c B

e ) ¢ o
99

Imagen 2 Punto ponderado 76 de 99

A partir del punto C se traza una circunferencia de centro en A y radio C; una
recta perpendicular al segmento By que pase por A; interseccion de esta recta y
de la circunferencia. Asi se consigue el tercer punto para el rectangulo que formara

la bandera de proporciones 76:99.

El alumno tendréd que dividir un rectdngulo en una cuadricula con n filas y m columnas

(https://www.geogebra.org/m/bsu4njan). Los pardmetros n y m se obtendran con

deslizadores o con casillas de entrada.

Imagen 3 Estrella de cinco puntas

Para la estrella de cinco puntas mostraremos la construccion realizada en el libro
GeoGebra en el que se construye la estrella de cinco puntos a partir del centro de la estrella
y uno de sus vértices. Para su construccion se utilizard de nuevo el comando Secuencia
con el comando Rota. Se puede proponer al alumno que investigue otros métodos para
hallar los cinco puntos de la estrella. Se les ensefiara a guardar la construccion como

herramienta para utilizarla en futuras construcciones.
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Una vez trabajados los preliminares comenzaremos con las actividades propias de

banderas.

Se les pedird un trabajo de investigacion para averiguar: la bandera mas ancha, la mas

alta, la que su proporcion mas se acerca a la raiz de 2, a la durea, etc.

Imagen 4 Dimensiones bandera de Esparia

Se construiran las banderas de Cuba, Estados Unidos, Togo y Argelia (por este orden).

NN

[ 4

L

40
Imagen 5 Dimensiones de la bandera de Cuba

Primero se les muestra la construccion realizada para que puedan estudiarla e

interiorizarla mediante el protocolo de construccion.

Imagen 6 Bandera de Togo

La bandera de Estados Unidos es muy interesante porque aparecen, ademds de los
elementos que hemos descrito anteriormente, 50 estrellas. No es muy eficaz construir las
cincuenta estrellas que representan a los 50 estados que conforman la nacién americana.

Utilizaremos traslaciones y vectores.
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Imagen 7 Bandera de Estados Unidos

En la bandera de Argelia nos aparecera por primera vez la luna menguante y la
construccion de la estrella es dificultosa (dejamos al lector que encuentre el motivo que

hace que no sea tan facil de construir como las de antes).

Otro elemento matematico que estudiaremos son los distintos tipos de simetria que se

pueden ver en las banderas: horizontal, vertical, diagonal, de giro...

Dependiendo de la duracion de la situacion de aprendizaje se podria estudiar como y con
qué frecuencia se reparten los distintos colores que se emplean en las banderas del mundo,
tipos de estructura, etc. Se puede realizar un trabajo muy interesante de Estadistica

Descriptiva.

En algunas banderas aparecen poligonos estrellados, que dependiendo de las sesiones de
las que se dispongan para llevar a cabo esta actividad, da pie a estudiar angulos,

proporciones, construccion, etc.
Se proponen la construccion de otras banderas: Brasil, Turquia, ...

Los tres autores de esta comunicacion pertenecen a la Comunidad Auténoma de Castilla
y Leodn, en Espafia, y como curiosidad la bandera de nuestra Comunidad Auténoma tiene

una proporcion de 76 partes de alto por 99 partes de largo.

Imagen 8 Bandera de Castilla y Leon
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Se les puede pedir a los alumnos que busquen la bandera de su ciudad, Comunidad

Autoénoma, Pais, etc e intenten reproducirla.

Como actividad final se les pedird a los alumnos que inventen su propia bandera y
documente todas las matematicas que utilizaran: proporciones, formas presentes, colores,

simetrias y construccion.
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GEOMETRIA SOBRE RUEDAS

Débora Pereiro Carbajo
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Nucleo tematico: GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de la Matematica en las
diferentes modalidades y niveles educativos

Modalidad: CB

Nivel educativo: Medio

Palabras clave: GeoGebra, geometria, areas

Resumen

Se presenta una situacion de aprendizaje sobre figuras planas empleando llantas y
embellecedores de automoviles. A partir de fotografias de llantas se analizan sus
formas geométricas utilizando GeoGebra para, posteriormente, calcular sus medidas
(perimetro y area). Con esta propuesta de aula se pretende que el alumnado reconozca
las matematicas en su entorno cotidiano y obtenga una experiencia positiva a través de
las matematicas al tiempo que despierte su creatividad.

El uso de herramientas digitales juega un papel esencial ya que procesos y operaciones
que con anterioridad requerian sofisticados métodos manuales pueden abordarse en la
actualidad de forma sencilla mediante el uso de calculadoras, programas de geometria
dindmica u otros, favoreciendo el razonamiento y los procesos frente a los aprendizajes
memoristicos y rutinarios. GeoGebra incorpora ademds la posibilidad de colocar
imagenes en la Vista Grafica 2D para poder analizar aspectos geométricos de las
mismas. Por otra parte, la secuenciacion de las tareas permite adquirir los procesos
propios de la investigacidon matematica a través de la formulacion de preguntas, el
establecimiento de conjeturas, la justificacion y la generalizacion, asi como la conexion
entre diferentes herramientas de las matematicas con otras areas del conocimiento como
la informatica, la tecnologia o el arte.

Con estas premisas, se ha elaborado esta situacion de aprendizaje sobre figuras planas

dirigida a estudiantes de 1° de ESO a 3° de ESO.

Como competencias especificas se destacan las siguientes '
e Interpretar, modelizar y resolver problemas de la vida cotidiana y propios de las
matematicas, aplicando diferentes estrategias y formas de razonamiento, para

explorar distintas maneras de proceder y obtener posibles soluciones.
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e Identificar las matemadticas implicadas en situaciones reales susceptibles de ser
abordadas en términos matematicos, interrelacionando conceptos 'y
procedimientos, para aplicarlos en situaciones diversas.

Como saberes basicos, con referencia a los diferentes sentidos:
Sentido numérico:
e Razonesy proporciones
Sentido de la medida:
e Estrategias de eleccion de las unidades.
e Longitudes, areas en figuras planas y tridimensionales.
Sentido espacial:
e Giros y simetrias en situaciones diversas utilizando herramientas tecnologicas.
Sentido socioafectivo:

e Estrategias de fomento de la curiosidad, la iniciativa, la perseverancia y la
resiliencia en el aprendizaje de las matematicas.

e Actitudes inclusivas y aceptacion de la diversidad presente en el aula y en la
sociedad.

Desarrollo:

Para empezar haremos acopio de una gran cantidad de imagenes de llantas con disefios
atractivos que mostraremos al alumnado para que reconozcan las formas geométricas en
cada una de ellas. Identificaremos las formas que se repiten y comprobaremos usando
GeoGebra que estas figuras presentan simetria rotacional y/o axial. Algunos ejemplos:

e Simetria axial: https://www.geogebra.org/m/gbwrcscw (figura 1)

e Simetria rotacional: https://www.geogebra.org/m/krcxk8s6 (figura 2)

(3]~ )27[<] ]2 ][«

Figura 1: Simetria axial
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Figura 2: Simetria rotacional

Con estas actividades, ademas de identificar las simetrias y motivos geométricos, el
alumnado practicara el uso de las herramientas rotacion y simetria muy necesarias para

la segunda parte de esta propuesta.

En la segunda fase, completando la actividad anterior, el alumnado podra aportar
fotografias y disefiar sus propias llantas en GeoGebra. En primer lugar insertaran una
imagen de la llanta en GeoGebra para “copiarla” construyendo sobre ella sus motivos
geométricos (figura 3) con las herramientas poligono, punto, circunferencia, y rotacion.

Posteriormente, buscando potenciar su creatividad, realizaran sus propios disefios

(figura4).

Figura 3: Disefio de llanta a partir de imagen
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Figura 4: Disefo de llanta libre

En la tercera fase, una vez identificadas las figuras geométricas en las llantas nos
proponemos calcular sus medidas (perimetro y area). Utilizaremos para ello una
seleccion cuidada de fotografias que contengan en sus disefios figuras geométricas
conocidas (triangulos, rectangulos, trapecios, poligonos regulares, sectores circulares,
etc ...) para calcular, a partir de sus féormulas y de las herramientas de GeoGebra, su
perimetro y area.

Como primera actividad pediremos al alumnado que tracen el diametro de una llanta y

calculen el area de tridngulos https://www.geogebra.org/m/jadjukxm (figura 5). Para
calcular el area del tridngulo los estudiantes tendrdn que trazar una sus alturas (recta
perpendicular a un lado por el vértice opuesto) y medirla utilizando la herramienta
distancia o mostrando el valor del segmento. Podemos comprobar ademas que el area

del tridngulo no varia si escogemos otra base y altura.

(&) A~ 71427 e

Figura 5: Llanta con tridngulos
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A continuacion realizaran actividades del mismo estilo en las que tendran que medir
sobre la imagen insertada en GeoGebra para calcular longitudes y areas (figura 6, figura

7y figura 8).

(R[]l =] 4]0 2

Figura 6: Llanta con trapecios

Klax s XD e

Diametro: 19 ” 1" = 2.54 cm AB = AC =135 cm o = 60°

Figura 8: Llantas con sectores
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No debemos olvidar que hay diferentes formas de llevar a cabo una misma actividad,
por ejemplo la llanta de la figura 9 puede considerarse como un circulo al que le
“quitamos” secciones (figura 10) o como la unién de partes solidas (figura 11) que, a su
vez, pueden resolverse de formas variadas. Para no condicionar al alumnado se sugiere

mostrar la imagen de la llanta sin partes coloreadas al principio.

Figura 9

Figura 11
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En estas actividades, que se pueden consultar en el libro GeoGebra “Geometria sobre

ruedas” (https://www.geogebra.org/m/fbwdendb), se han insertado las imdagenes a

escala 1:1 por lo que medir sobre el GeoGebra seria como medir con cinta métrica sobre
la llanta. Si bien este hecho ayuda al alumnado a hacer las actividades propuestas,
habremos de ensenarles a calcular la escala entre una fotografia (sin preparar) insertada
en GeoGebra y la llanta real. Ademads, tendran que realizar el cambio a centimetros ya

que el didmetro de llantas y ruedas de coches viene dado en pulgadas.

También podemos considerar la llanta como un objeto en tres dimensiones (cilindro sin

una tapas) y calcular su éarea lateral y su volumen (figura 12).

Figura 12: Llanta en 3D

Con esta situacion de aprendizaje acercamos las matematicas presentes en lo cotidiano
al aula, motivando al alumnado y ayudandole a adquirir confianza y experiencias
positivas hacia la materia. Ademas, pueden considerarse actividades competenciales e
inclusivas,”> ya que estdn referidas a un contexto cotidiano; conducen a aplicar
conocimientos ya adquiridos y a realizar nuevos aprendizajes; pueden desarrollarse de
distintas formas y estimulan la curiosidad y creatividad del alumnado; implican el uso

de instrumentos diferentes, etc.
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DESARROLLANDO COMPETENCIAS MATEMATICAS CON GEOGEBA
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Nucleo tematico: GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de la Matematica en las
diferentes modalidades y niveles educativos

Modalidad: CB

Nivel educativo: Medio o Secundario

Palabras clave: competencia matematica, situacion de aprendizaje, modelizacion

Resumen

En esta comunicacion se va a analizar la utilizacion de GeoGebra en unas situaciones
de aprendizaje para la materia de Matemadticas, publicadas por el Ministerio de
Educacion y Formacion Profesional espaniol, en los niveles de Educacion Secundaria
Obligatoria (12-15 anos), especificando las competencias especificas, criterios de
evaluacion y saberes basicos desarrollados con las tareas seleccionadas a través de los
applets de GeoGebra utilizados.

1. Marco normativo del curriculo de Matematicas en Espafia

A partir de la Ley Organica 3/2020, de 29 de diciembre, por la que se modifica la Ley
Orgénica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion (LOMLOE), se desarrollan los Reales
Decretos que establecen las ensefianzas minimas de los Curriculos en las diferentes
etapas educativas (Infantil, Primaria, Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato).
Ademas del desarrollo de las competencias claves!, en el caso de Matematicas en
Primaria, ESO y Bachillerato, el énfasis en su ensefianza en las competencias
especificas, agrupadas en cinco aspectos relacionados entre si: resolucion de problemas,
razonamiento y prueba, conexiones, comunicacion y representacion y un quinto aspecto
centrado en la competencia socioafectiva. Asimismo, los criterios de evaluacion de cada
curso se definen en relacion con las diferentes competencias especificas. Cualquiera de
las competencias especificas se fundamenta en una serie de saberes que los estudiantes
deben adquirir. Estos saberes se clasifican en lo que se ha denominado sentidos
matemadticos. La denominacion de los saberes como “sentidos” pone de manifiesto, ante
todo, que el objetivo consiste en conseguir que el alumnado alcance una comprension
profunda de los saberes, que le permita poner en juego esos conocimientos de manera

flexible e interconectada en gran variedad de contextos y situaciones. Los sentidos

! competencia en comunicacion lingiiistica, competencia plurilingiie, competencia matematica y en

ciencia, tecnologia e ingenieria, competencia digital, competencia personal, social y de aprender a

189



aprender, competencia ciudadana, competencia emprendedora, competencia en conciencia y expresion
culturales.

matematicos se clasifican en seis tipos: numérico, de la medida, espacial, algebraico,
estocastico y socioafectivo. Cada uno de estos sentidos engloba una serie de saberes,
que son una combinacion de conocimientos, destrezas y actitudes cuyo aprendizaje es
necesario para la adquisicion de las competencias especificas. Cada sentido es
transversal a cada uno de los cinco aspectos competenciales. Ademds, la LOMLOE
introduce un nuevo elemento curricular: las situaciones de aprendizaje, que son el
conjunto de situaciones y actividades que implican el despliegue, por parte del
alumnado, de actuaciones asociadas a competencias clave y competencias especificas, y

que contribuyen a la adquisicion y desarrollo de las mismas.

2. Situaciones de aprendizaje (SA) publicadas por el Ministerio de

Educacion, Formacion Profesional y Deporte de Espaiia

Con motivo de la nueva ley educativa el Ministerio de Educacion, Formacion
Profesional y Deporte ha publicado una coleccion de situaciones de aprendizaje y otros
materiales didacticos de naturaleza competencial creados por docentes en activo, para
todas las etapas educativas, a los cuales se puede acceder a través del siguiente enlace
del Instituto Nacional de Tecnologias Educativas y de Formaciéon del Profesorado
(INTEF). Todos ellos se publican con una licencia abierta e incluyen el archivo fuente
para su descarga y posible edicion posterior. Todos los materiales se han elaborado con
la herramienta eXeLearning, un editor de recursos educativos interactivos, gratuito y de
codigo abierto, lo que hace posible que cualquier usuario los pueda descargar y utilizar -
con o sin conexion-, asi como editar para adaptarlos a sus necesidades. Oftrece,
asimismo, la ventaja de que permite exportar los contenidos a diferentes formatos
estandar para su utilizacién en entornos web (html) o en plataformas de gestion de
contenido educativo (SCORM) como Moodle y otros LMS.

En concreto, las SA en la que analizaremos el uso de GeoGebra para el desarrollo de las
competencias matematicas son las siguientes:

- Mirar con ojos matematicos (1°-3° de ESO, Matematicas) (Lazaro, 2023)

- Parques vy Jardines (4° de ESO, Matematicas A) (Vazquez de la Torre y Muioz, 2023)
- Club ciclista PedalMath (4° de ESO, Matematicas B) (Serrano, 2023)

En cada una de las tres SA mencionadas se ha seleccionado una tarea, considerando en
cada caso las competencias especificas que se trabajan, asi como los criterios de

evaluacion asociados, los saberes basicos que se requieren y la evaluacion propuesta.
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2.1. Tarea “Modelando el riego” de la SA Mirar con 0jos matematicos

En la situacion de aprendizaje Mirar con ojos matematicos (1°-3° ESO), se muestra la
presencia de las matematicas en algunos aspectos de la vida cotidiana partiendo de una
ruta matematica. Comenzando con una yincana compuesta por cinco tareas se trabaja,
posteriormente, en la resolucion especifica de problemas sobre el consumo de agua,
como el de la tarea modelando el riego (Muiioz, 2023), en la que, a partir de unos datos
dados, se pide realizar un modelo matematico lineal con GeoGebra, que relacione el

consumo de agua en riego con los meses del afio.

N oA 4 Q =
>
&
- Modelando el riego
ntes datos, realiza un modelo matematico lineal que relacione el consumo de agua en riego
____Mes  Tofal(m’) __Vivienda(m’) __Riego(m) _
Enero 80 80 00
Febrero 7.9 7.9 00
Marzo 93 8.1 12
Abril 92 80 12
Mayo 108 82 26
Junio 17 79 38
Julio 145 88 57 L L B E
Agosto 153 89 63 1
Septiembre 1.4 8.7 v 5] £ S
Octubre 102 84 18 a J y
Noviembre 78 78 00
Diciembre 7.2 7.2 00
Afio Medio 1233 97,9 253

Figura 1: Tarea modelando el riego de 1a SA Mirar con ojos matematicos

Esta tarea estd conectada con las competencias especificas 1 y 4, sobre resolucion de
problemas y razonamiento y prueba, que se recogen en la tabla siguiente, asi como los

criterios de evaluacion asociados a dichas competencias.

(CE 1): Interpretar, modelizar y resolver problemas de la vida cotidiana y | 1.1 Interpretar problemas matematicos organizando los datos,
propios de las matematicas, aplicando diferentes estrategias y formas de | estableciendo las relaciones entre ellos y comprendiendo las preguntas
razonamiento, para explorar distintas maneras de proceder y obtener | formuladas.

posibles soluciones. 1.2 Aplicar herramientas y estrategias apropiadas que contribuyan a la
resolucion de problemas.

1.3 Obtener soluciones matematicas de un problema, activando los

conocimientos y utilizando las herramientas tecnologicas necesarias.

(CE 4): Utilizar los principios del pensamiento computacional organizando | 4.2 Modelizar situaciones y resolver problemas de forma eficaz
datos, descomponiendo en partes, reconociendo patrones, interpretando, | interpretando y modificando algoritmos.
modificando y creando algoritmos, para modelizar situaciones y resolver

problemas de forma eficaz.

Como saberes basicos a adquirir con esta tarea, se seflala de manera prioritaria la gran
idea de modelo matematico, dentro del sentido algebraico, a través de los siguientes
saberes:

- Modelizacion de situaciones de la vida cotidiana usando representaciones matematicas
y el lenguaje algebraico.

-Estrategias de deduccion de conclusiones razonables a partir de un modelo matematico.
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Como instrumento de evaluacion de esta tarea, se propone la siguiente rubrica:

4

Analiza, reconoce e interpreta
perfectamente los datos, identifica
con certeza lo que se busca,
demuestra una absoluta
comprension del problema.
Siempre utiliza estrategias
heuristicas efectivas y eficientes,
construye modelos matematicos
sencillos con la informacion sobre
lo que significa cada letra o
numero.

Detalla los pasos seguidos,
relacionando y aplicando en grado
optimo los conceptos

matematicos necesarios.

Aporta correctamente la solucion
del problema, analiza y discute
sobre su unicidad, reflexiona y
valora su fiabilidad. Revisa el
proceso, detecta si hay errores y
procede a su rectificacion.

El modelo lineal planteado se
ajusta rigurosamente a la

situacion problema estudiada.

3

Analiza, reconoce e interpreta
los datos, identificando con
claridad lo que se busca,
demuestra una alta
comprension del problema.
Acostumbra a usar estrategias
heuristicas efectivas y
eficientes, con modelos
matematicos sin la informacion
sobre lo que significa cada letra
0 numero.

Detalla los pasos seguidos y
aplica correctamente los
conceptos matematicos

necesarios.

Aporta correctamente la
solucion del problema, analiza
y discute sobre su unicidad y
reflexiona y valora sobre su
fiabilidad.

El modelo lineal planteado
se ajusta a la situacion

problema estudiada.

2

Expone los datos e interpreta la
relacion entre los mismos,
demuestra una comprension

elemental del problema.

Algunas veces usan una
estrategia heuristica eficiente,

pero falta firmeza y claridad.

Detalla los pasos seguidos y
muestra un aceptable
conocimiento de los conceptos

matematicos.

Aporta la solucién correcta
pero no reflexiona sobre su

fiabilidad.

1

No expone los datos, sus
relaciones ni el contexto del
problema, mostrando poca

comprension del mismo.

En contadas ocasiones
expone una estrategia
heuristica eficiente. Se

detecta incoherencia.

No detalla los pasos
seguidos y se aprecia
desconocimiento en los
conceptos matematicos
necesarios.

No aporta la solucion

correcta.

El modelo lineal planteado se  El modelo lineal

presenta como una expresion  planteado no se ajusta

algebraica correcta pero no se  a la situacion problema

ajusta a las situacion

problema estudiada.

estudiada y/o no tiene
forma alguna de

expresion algebraica.

2.2. Tarea “Disefio de una papelera” de la SA Parques y jardines

La situacion de aprendizaje Parques y jardines (Matematicas A, 4° ESO) pretende
desarrollar aprendizajes competenciales relacionados con la modelizacion matematica
de situaciones reales dentro del contexto de la mejora de plazas, parques y jardines del
entorno del centro educativo de una alumna, Maria. Partiendo de un escrito dirigido al
Ayuntamiento y realizado por la junta de vecinos del barrio donde se encuentra el centro
educativo, los compaferos y compafieras de Maria deciden actuar y utilizar las
matematicas para analizar qué mejoras habria que realizar en los parques y jardines de
su barrio como, por ejemplo, el disefio de una papelera con la restricion de que su

volumen sea de 60 litros (Mufioz, 2023).
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@ Modelo de una papelera

Figura 2: Tarea diseiio de una papelera de la SA Parques y jardines

En la tabla siguiente se muestran las competencias especificas que se desarrollan con

esta tarea, la 1, 3 y 8, sobre resolucion de problemas, razonamiento y prueba y

comunicacion y representacion, asi como los criterios de evaluacion asociados.

(CE 1): Interpretar, modelizar y resolver problemas de la vida
cotidiana y propios de las matematicas, aplicando diferentes
estrategias y formas de razonamiento, para explorar distintas

maneras de proceder y obtener posibles soluciones.

1.1 Reformular de forma verbal y grafica problemas matematicos,
interpretando los datos, las relaciones entre ellos y las preguntas

planteadas.

(CE 3): Formular y comprobar conjeturas sencillas o plantear

problemas de forma autonoma, reconociendo el wvalor del

razonamiento y la argumentacion, para generar nuevo conocimiento.

3.1 Formular, comprobar e investigar conjeturas de forma guiada.
3.3 Emplear herramientas tecnologicas adecuadas en la investigacion y

comprobacion de conjeturas o problemas.

(CE 8): Comunicar de forma individual y colectiva conceptos,
procedimientos y argumentos matematicos, usando lenguaje oral,

escrito o grafico, utilizando la terminologia matematica apropiada,

para dar significado y coherencia a las ideas matematicas.

8.1 Comunicar ideas, conclusiones, conjeturas y razonamientos

matematicos, utilizando diferentes medios, incluidos los digitales, con

coherencia, claridad y terminologia apropiada.

Como saberes basicos a adquirir con esta tarea, se seflala de manera prioritaria la gran

idea de modelo matematico, dentro del sentido algebraico, a través de

- Modelizacion 'y

resoluciéon de problemas

de la vida cotidiana mediante

representaciones matematicas y lenguaje algebraico, haciendo uso de distintos tipos de

funciones.

Se propone la siguiente lista de valoracion como instrumento de evaluacion:

Nombre: Fecha:

Grupo:

C.E. Indicador I
Reformula de forma verbal y grafica problemas matematicos, interpretando los datos que aparecen para

1 disefiar una papelera.

31 Comprueba conjeturas de forma guiada a la hora de disefar papeleras.

33 Emplea herramientas tecnologicas adecuadas en el disefio de papeleras.

8.1 Comunica razonamientos matematicos, utilizando diferentes medios, incluidos los digitales, como GeoGebra.
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2.3 Tarea “Buscando la relacion” de la SA Club ciclista PedalMath
La situacion de aprendizaje Club ciclista PedalMath (Matematicas B, 4° ESO) pretende

desarrollar aprendizajes competenciales relacionados con el analisis de datos y la toma
de decisiones con espiritu critico y constructivo. Partiendo de una actividad ludica,
deportiva y saludable como es el ciclismo, se va a plantear como son las relaciones entre
distintos tipos de datos para, posteriormente, poder tomar decisiones al respecto sobre el
grado de vinculacion existente entre esos datos y las posibilidades futuras de de una de
las caracteristicas analizadas a partir del valor de otra caracteristica conocida.

La situacion de aprendizaje parte de los datos que se obtienen de un equipo de ciclistas.
Estos datos corresponden a distintas carreras en la que han participado y se trata de ver
si, en general, hay ciclistas con buenos resultados en todas las etapas o en un
determinado tipo de carrera.

@ Buscando la relacién

Vamos a representar los datos con una nube de puntos para ver si existe alguna relacion.

Tenemos que colocar las posiciones de cada ciclista indicando en la columna A la posicion en la etapa de montafia
y en la columna B la posicion en la etapa contrarreloj (puedes hacer el ejercicio con una hoja de célculo o con la
siguiente aplicacion):

Una vez completados los datos de la tabla, seleccionalos y genera un grafico.
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A simple vista, ;crees que hay alguna relacion?. 5
& Autoria: José Luis Mufioz Casado

Figura 3: Tarea buscando la relacion de la SA Club ciclista PedalMath

En esta tarea (Mufioz, 2023) se desarrollan las competencias especificas 1, 6 y 8, sobre
resolucion de problemas, conexiones y comunicacion y representacion, como se muestra

en la tabla de competencias y criterios de evaluacion.

(CE 1): Interpretar, modelizar y resolver problemas de la vida | 1.1 Reformular de forma verbal y grafica problemas matematicos, interpretando los datos,
cotidiana y propios de las matematicas, aplicando diferentes | las relaciones entre ellos y las preguntas planteadas.
estrategias y formas de razonamiento, para explorar distintas

maneras de proceder y obtener posibles soluciones.

(CE 6): Identificar las matematicas implicadas en otras | 6.1 Proponer situaciones susceptibles de ser formuladas y resueltas mediante herramientas
materias y en situaciones reales susceptibles de ser abordadas | y estrategias matematicas, estableciendo y aplicando conexiones entre el mundo real y las
en términos matematicos, interrelacionando conceptos y | matematicas, y usando los procesos inherentes a la investigacion cientifica y matematica:

procedimientos, para aplicarlos en situaciones diversas. inferir, medir, comunicar, clasificar y predecir.

(CE 8): Comunicar de forma individual y colectiva conceptos, | 8.1 Comunicar ideas, conclusiones, conjeturas y razonamientos matematicos, utilizando
procedimientos y argumentos matematicos, usando lenguaje | diferentes medios, incluidos los digitales, con coherencia, claridad y terminologia
oral, escrito o grafico, utilizando la terminologia matematica | apropiada.

apropiada, para dar significado y coherencia a las ideas 8.2 Reconocer y emplear el lenguaje matematico presente en la vida cotidiana y en diversos

matematicas. contextos comunicando mensajes con contenido matematico con precision y rigor.
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Como saberes basicos a adquirir se sefiala de manera prioritaria la gran idea de

organizacion y andlisis de datos, dentro del sentido estocéstico, mediante:

- Qraficos estadisticos de una y dos variables: representacion mediante diferentes

tecnologias (calculadora, hoja de calculo, aplicaciones...), andlisis, interpretacion y

obtencion de conclusiones razonadas.

- Interpretacion de la relacion entre dos variables, valorando graficamente con

herramientas tecnologicas la pertinencia de realizar una regresion lineal. Ajuste lineal

con herramientas tecnologicas.

Se propone la siguiente ribrica como instrumento de evaluacion de esta tarea:

Rubrica. Tarea Buscando la relacion.

Nombre: Fecha:

Grupo:

Indicador Excelente Satisfactorio Mejorable Insuficiente

Interpretacion Observa que a medida que | Observa que a medida que Observa cierta relacion entre No detecta que a medida que
del grafico | aumenta la posicion en la | aumenta la posicion en la | la posicion en la etapa de | aumenta la posicion en la
obtenido. etapa de montafia, | etapa de montafia, también | montafla y posicion en la | etapa de montafa, también va
(CE1.1) también va aumentando la | va aumentando la posicion | etapa contrarreloj, pero no | aumentando la posicion en la

posicion  en

la etapa

contrarreloj, aunque no de

forma muy precisa.

en la etapa contrarreloj.

precisa el sentido positivo de

la misma.

etapa contrarreloj.

Elaboracion de
la. nube de
puntos.

(CE6.1)

Elabora el grafico con los

10 puntos

corresponden

que

a cada

corredor bien dispuesto.

Elabora el grafico, pero las
coordenadas de uno o dos

corredores no son correctas.

Elabora el grafico, pero mas
de dos corredores no estan

bien colocados.

No es capaz de elaborar el

grafico.

Comunicacion
de las
conclusiones.

(CES.1)

Utiliza con

rigor la

terminologia y el lenguaje

matematico a
comunicar

conclusiones.

la  hora

sus

Utiliza el lenguaje

matematico, pero no es
riguroso con la terminologia
a la hora comunicar sus

conclusiones.

No siempre utiliza la
terminologia y el lenguaje
matematico a la hora de

comunicar sus conclusiones.

No utiliza terminologia ni
lenguaje matematico a la hora
de comunicar sus

conclusiones.

3. Reflexiones finales

GeoGebra es un excelente recurso para desarrollar competencias matematicas,

especialmente la modelizacion matematica.

A continuacion,

se destacan las

caracteristicas mas relevantes de la realizacion de tareas con GeoGebra.

1. Visualizacion y manipulacion interactiva, facilitando la comprension de conceptos

abstractos y fomentando la exploracidon y experimentacion activa.
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2. Construccion de modelos matematicos, para representar situaciones del mundo real.
3. Conexién entre la representacion grafica y algebraica, facilitando comprender la
relacion entre diferentes formas de representacion y traducir situaciones reales en
expresiones matematicas.

4. Analisis y exploracion de datos. Los estudiantes pueden introducir datos, crear
graficos, ajustar funciones a los datos y realizar célculos estadisticos basicos. Esto
permite analizar situaciones del mundo real, identificar patrones y tendencias, y tomar
decisiones basadas en la informacién recopilada.

5. Integracién de tecnologia y matematicas. Al utilizar GeoGebra, los estudiantes
aprenden a aprovechar las capacidades de la tecnologia para resolver problemas y

desarrollar habilidades que les seran ttiles en un mundo cada vez mas tecnolégico.
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TORNEO GEODIN: POTENCIANDO EL APRENDIZAJE DE LA
MATEMATICA CON GEOGEBRA

Javier Wagner Fort — Franco Mariani
javier.wagner@gmail.com — francomariani88@gmail.com
CPM del Uruguay (Uruguay) - Liceo N°1 Instituto Jos¢é Maria Campos (Uruguay)

Nucleo tematico: GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de la Matematica en las
diferentes modalidades y niveles educativos

Modalidad: CB
Nivel educativo: Medio o Secundario (12 a 15 afios) y Terciario o Bachillerato (16 a 18
anos)

Palabras clave: geometria dindmica, torneo, trabajo en equipo, resolucion de problemas

Resumen

El “Torneo Geodin” es una competencia por equipos que tiene como objetivo fomentar
una aproximacion diferente a los conceptos matemdticos mediante el uso de GeoGebra.
Se ha convertido en un generador de oportunidades de aprendizaje logrando involucrar
a miles de estudiantes y profesores a lo largo de sus 18 ediciones.

El torneo proporciona una experiencia de aprendizaje interactiva y colaborativa. Los
estudiantes exploran los conceptos de manera prdctica y creativa. Mediante la
manipulacion de objetos geométricos y la experimentacion con el software, desarrollan
habilidades de razonamiento matematico, resolucion de problemas, trabajo en equipo y
uso creativo de herramientas digitales.

La competencia constaba de dos etapas: fase clasificatoria, en la que los equipos
resolvian una coleccion de problemas, y fase final que consistia en resolver tres
problemas en tres horas. Los problemas abarcaban desde geometria sintética clasica
hasta creacion de animaciones y simulaciones involucrando conceptos geométricos.

En 2022 hubo algunos cambios luego de un receso por el contexto de la pandemia de
COVID-19. Se realizo una experiencia piloto donde se propusieron desafios utilizando
Google Classroom como plataforma de lanzamiento.

Esta comunicacion tiene como objetivo compartir esta experiencia educativa y motivar a
otros docentes a participar o inspirar actividades similares.

Antecedentes

En el marco de las Olimpiadas de Matematica, surge en Argentina, en los afios 90, una
competicion denominada “Torneo de Clubes Cabri” (OMA,1996) . Actividad en la que
un docente se inscribia junto con algunos estudiantes para trabajar en actividades y
problemas que aprovechen las posibilidades de Cabri Geometre, software de origen
francés que fue uno de los pioneros en geometria dinamica.

El torneo fue muy popular en su momento y contd con la participacion de clubes de
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Uruguay.

Con el transcurso del tiempo aparece una gran cantidad de alternativas de software, entre
las cuales se encontraban algunos de uso libre como, por ejemplo, GeoGebra. Tras varios
afios de desarrollo con algunas finales rioplatenses, el torneo declina y se deja de realizar
por un tiempo.

En el afio 2002, en Uruguay, desde la Com-Partida de Matematica (CPM 2023), tomando
la idea general del “Torneo de Clubes Cabri” iniciamos una nueva actividad denominada
“Torneo Geodin” (Torneo Geodin 2023) que significa precisamente “Torneo de
Geometria Dinamica”. Una de las razones del nuevo nombre es que Cabri no era un
software de uso libre y ademds habian surgido muchas alternativas. A inicios de los anos
2000 se estaba trabajando con Euklid, Euclides, Sketchpad, Cinderella, Dr. Geo y
GeoGebra entre otras opciones. Finalmente, con el paso de los afios y el desarrollo que
ha tenido el software GeoGebra, su gran comunidad de usuarios y ser de libre
distribucion, termin6 convirtiéndose en el estandar del torneo.

En el afio 2020, las circunstancias de la pandemia de Covid-19 repercutieron en el
desarrollo tradicional del torneo. Pero esto dio insumos para realizar una renovacion y
relanzamiento aprovechando las nuevas experiencias de comunicacién virtual a nivel

global.

(De qué se trataba?
Era una competencia por equipos para estudiantes de primaria y secundaria. Los equipos

estaban integrados por 2 a 4 estudiantes en 4 niveles:

Nivel PRI (5°y 6° de primaria)

Nivel A (1°y 2° de ciclo basico)

Nivel B (3°y 4° de ciclo bésico y bachillerato)
Nivel C (5° y 6° de bachillerato)

No necesariamente compafieros de un mismo curso. Pueden ser amigos, vecinos,
familiares, etc. Solo debian pertenecer al mismo nivel.

El torneo consistia en resolver problemas de geometria usando algun software de
computadora, que permita la exploracion de los enunciados de una forma dinamica. Por
ejemplo, modificar una figura al mover un punto sin que se alteren las relaciones

geométricas existentes. Esto permite realizar observaciones mediante experimentacion y
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formular conjeturas que luego se tendrian que investigar.

(Coémo eran los problemas propuestos?

Los problemas iban desde los mas clasicos que se puedan formular de la geometria
sintética hasta la preparacion de animaciones o simulaciones en las que se apliquen
conceptos geométricos.

En ocasiones el problema consistia en emular una construccién que se presentaba en una
imagen o en un conjunto de instrucciones. En otras, se trataba de determinar la secuencia
de pasos para resolver un problema. Los mas populares entre los participantes eran las
propuestas abiertas donde se les pedia realizar una animacion.

Veamos algunos ejemplos:

Primera Ronda 2019
NIVEL A - Problema 1:

Construir la figura con el software sabiendo que el
triangulo es equildtero, las circunferencias tienen el

mismo radio, todos los puntos de contacto son de

tangencia.

En este problema, los estudiantes debian realizar la construccidon correctamente desde el
punto de vista de la geometria dindmica. Es decir, que si se cambia la posicion de los
objetos iniciales se conservan las relaciones existentes. Basicamente debe obtenerse una

figura semejante.

Segunda Ronda 2019
NIVEL C - Problema 2:

Dibujar un triangulo ABC que sea isosceles y el angulo A sea recto.

Tomar un punto D, variable en el cateto AC.

Tomar un punto E en la semirrecta opuesta a la AB, de tal forma que los segmentos AD
v AE, sean iguales. Llamar Q a la interseccion de las rectas ED y BC.

Llamar Py R a los respectivos puntos medios de los segmentos BD y EC.

Se pide, demostrar que el cuadrilatero APQR es un cuadrado.

Los estudiantes no solo debian construir la figura sino que también tenian que escribir
una justificacion en papel, fotografiar y enviar junto con el archivo de GeoGebra. Es un

problema que se puede resolver perfectamente a lapiz y papel en el cuaderno pero realizar
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la construccién con el software dindmico permite explorar su enunciado y hacer

observaciones que aporten nuevos puntos de vista que ayudan a resolverlo.

Primera Ronda 2019
NIVEL B - Problema 4:

Antiguamente los funcionarios del ferrocarril hacian uso
de vehiculos como este para recorrer las vias y realizar
mantenimiento. Funcionaba asi: dos operarios subian y

bajaban alternadamente una barra y eso hacia girar las

ruedas. Hay que simular el funcionamiento de estos
vehiculos.

Con frecuencia se aprovechaban los acontecimientos del momento para formular
problemas contextualizados. Por ejemplo, cuando habia un evento deportivo como
pueden ser los juegos olimpicos, se formulan problemas de animacion relativos a las
distintas disciplinas.

En el XVII Torneo Geodin realizado en 2019 se propuso el siguiente problema:

Primera Ronda 2019
NIVEL B - Problema 7: (Desafio 3D)

La India esta enviando en este momento una nave de exploracion a la Luna. La mision

se llama Chandaryan-2 y se compone de un orbitador, un Lander y un Rober. Simular

esta fase de la mision empleando GeoGebra 3D.

Con desafios de este tipo, los estudiantes ponen en juego habilidades y conocimientos

variados. Intercambian ideas con sus compafieros y aplican diferentes competencias.
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. Como se desarrollaba el torneo?
El Torneo constaba de dos
instancias: la primera tenia un
mes de duracién en el que el
equipo debia trabajar en una
coleccion de 10 problemas que

les eran entregados al momento

de inscribirse. En la segunda
instancia participaban aquellos equipos que superan el nivel de suficiencia de la primera.
Consistia en una Unica prueba que se realizaba en una fecha y horario determinados en la

que se debian resolver tres problemas en tres horas.

(De que se trato la Gltima edicion y como se desarrollo?

La edicion 2022 del torneo se llam¢é “Torneo Geodin Revival” con la intencion de renovar
el espiritu del mismo y darle continuidad luego de dos afios sin realizarse por el contexto
de la pandemia de Covid-19. Se cambi6 la estructura de dos etapas por la ejecucion de
una secuencia de desafios semanales o quincenales distribuidos a través de Google
Classroom.

Manteniendo las mismas caracteristicas de los torneos anteriores en cuanto a la
organizacion de los equipos, niveles y tipo de desafios, en esta edicion solo se compitid
en el nivel C (2do y 3ero afo de bachillerato).

Para inscribirse, los estudiantes debian registrar su equipo con un pseudonimo elegido
por ellos, completando un formulario de Google. Luego, se les comparti6 un coédigo para
unirse a una clase de Google Classroom donde se desarrollo el torneo.

En esta edicion, se propusieron cinco desafios de dificultad incremental distanciados cada
uno entre una y dos semanas para dar tiempo a cada equipo para trabajar en ellos. Los
organizadores puntuaron del 1 al 5 sus resoluciones y luego se promedio para establecer
los premios, distinguiendo entre medalla de oro, plata, bronce y menciones de honor.

La implementacion de google classroom facilito la gestion y la comunicacion durante el
torneo. A diferencia de torneos anteriores, para cada desafio fue posible realizar
sugerencias en video o imagen para democratizar los entrenamientos de los equipos.
Anteriormente, cada equipo dependia, en su preparacion, de su profesor tutor/coordinador

quien era su “entrenador” para aprender a usar GeoGebra y potenciar sus trabajos. Si bien
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en la ultima edicién también debian tener un docente coordinador, la organizacion se
aseguraba de que todos los equipos tuvieran una preparacion “minima’ comun aportando

material y fomentando el intercambio mediante la plataforma.

Algunos ejemplos de los desafios propuestos de la edicion 2022
Manteniendo las ideas de los problemas de ediciones anteriores, se muestran algunas de

las propuestas que se plantearon en la edicion REVIVAL:

Problema 2:

En la imagen se puede ver una caja de herramientas en dos
estados: abierta y cerrada. Observar como se despliegan las
bandejas al abrir. Se debe simular la caja de herramientas

con GeoGebra para que se pueda abrir y cerrar como

corresponde.
Puede hacerse al mover un punto de la figura o al mover un
deslizador.

A continuacion se muestra el trabajo de uno de los equipos:

 fm om
A BE Ve
[ =

Problema 4:

El mes pasado se cumplieron 45 aios desde la ultima vez que se uso la guillotina como
pena de muerte, luego de ser ampliamente implementada en Europa.

Por eso, mas alla de la macabra y violenta forma de dar muerte a una persona,
recordamos este triste invento creado por Joseph Ignace Guillotin. Debes crear en

GeoGebra 3D la simulacion de la guillotina.
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Se muestra el trabajo de uno de los equipos:

Conclusiones

Las caracteristicas del torneo (Coloquio Geogebra 18, 2020) hacen que sea una actividad
integradora donde cada participante hace sus aportes al equipo en funcién de sus
habilidades. Algunos destacan en la resolucion de problemas, otros en el manejo de las
herramientas informadticas y otros aportan en el disefio. Ponen en juego competencias y
habilidades que van mas alld de lo estrictamente matematico. Son desafiados con
problemas variados que implican utilizar conocimiento geométrico pero también
competencias digitales, de trabajo en equipo (Vygotsky 1978) y hasta competencias
artisticas.

Sus profesores obtienen provecho de los aprendizajes que realizan durante el torneo. A la
hora de estudiar en clase los conceptos que han explorado de forma indirecta en los
desafios que se les proponen, capitalizan la experiencia facilitando el aprendizaje.

Por ejemplo, luego de haber tenido que modelar (Kaiser, G. 2014) dos engranajes de 5
dientes que funcionen como lo hacen los buenos engranajes, ya no tienen problema al
trabajar Rotacion y Simetria Axial como transformaciones en el plano o en el trabajo con
poligonos regulares. Lo mismo sucede cuando han construido un puente levadizo o una
balanza de dos platillos, con la Homotecia cuando han representado un automovil que se
aleja o acerca en la pantalla o con desigualdades cuando se quiere poner condiciones para
que un objeto sea visible. También introduciendo variables o trabajando con el concepto
de funciéon (Dubinsky 1992) cuando se usan deslizadores para animar una figura. Los

desafios que realizan los estudiantes se convierten en oportunidades de aprendizaje.
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El proposito de este articulo es comunicar y compartir una experiencia educativa
involucrando tecnologia, de muy facil implementacion. Es también una invitacion a llevar
a cabo esta u otras experiencias similares.

La direccidn del sitio web del torneo es http://sites.google.com/site/torneogeodin

Alli se puede encontrar mas informacion del torneo y de las ediciones pasadas. También
estd disponible el banco de problemas y ejemplos de los trabajos de los equipos
participantes.

A lo largo de su existencia, el torneo ha involucrado a mas de 4000 estudiantes y un
centenar de profesores. Muchos de esos estudiantes son ya profesionales en areas
relacionadas con la ciencia y la tecnologia que tienen muy buenos recuerdos de su

participacion en el torneo.
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Resumen

Este trabajo muestra los resultados de una investigacion que implemento una secuencia
didactica con herramientas tecnologicas, utilizando el modelo e-Tpack, para fortalecer el
aprendizaje del dlgebra y evaluar el impacto de las tecnologias de la informacion y
comunicacion (TIC) en la motivacion y rendimiento académico de los estudiantes.

La investigacion utilizo un enfoque mixto con un diserio preexperimental de un solo grupo
que incluyo pretest y postest. Se seleccioné una muestra de 38 estudiantes de secundaria en
un colegio particular de Chile.

El estudio se llevo a cabo durante 11 meses, desde noviembre de 2021 hasta noviembre de
2022. Se evaluaron variables como motivacion, rendimiento y léxico disponible. Los
instrumentos utilizados fueron un test de disponibilidad léxica, el cuestionario de evaluacion
motivacional del proceso de aprendizaje (EMPA) y una evaluacion de conocimientos.

Los resultados mostraron un aumento en el uso de palabras en temas emocionales y
asociados a funciones. La motivacion global del grupo aumento un 8.9%, y se observo una
mejora significativa en el rendimiento académico, con un incremento de 18 décimas en la
prueba de conocimientos.

En conclusion, se establecio que utilizando un modelo como e-TPACKel uso de TIC en el
aula tiene un impacto positivo en la motivacion y rendimiento académico.

Introduccion

Las tecnologias de la informacion y la comunicacion (TIC), por si mismas, no agregan valor a
los procesos de ensefianza y aprendizaje por lo que es importante que los lideres escolares
generen las condiciones necesarias para que las TIC impacten de manera positiva en los
aprendizajes de los estudiantes (Weng y Tang, 2014), para lograr motivacion y aprendizajes
significativos en el aula de clases, es necesario que el disefio, implementacion y evaluacion de
los objetivos y entornos de aprendizaje y todo este conjunto de recursos, se lleve a cabo de

una manera estructurada en el marco de lo disciplinar, pedagogico y técnico (Grisales, 2018).
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La practica de utilizar TIC en clases, de acuerdo con Pardo et al. (2021), "resulta muy
motivadora porque el trabajar con tecnologia atrae, llama la atencion y genera interés; hace
que el proceso educativo se desarrolle en funcidn a las habilidades y capacidades, permite el
acceso a materiales y recurso en cualquier tiempo y lugar; y, ademas, los estudiantes sienten
una mayor cercania con el profesor, generan mayor confianza y comunicacion permanente”
(seccion resultados y discusion, parrafo 5).

Con el objeto de fortalecer el aprendizaje del algebra y evaluar el impacto de las TIC en la
motivacion y rendimiento académico de los estudiantes se desarrollan secuencias didacticas
que consideran las emociones que se generan con distintas actividades y tecnologias, para ello
se adopta el modelo propuesto por Salcedo (2021) denominado e-TPACK, el cual recoge los
elementos principales del modelo TPACK, incorpora la taxonomia de Bloom digital y
considera la variable de las emociones en las actividades de enseflanza, de esta manera el
modelo busca generar una secuencia de elementos para ayudar en el disefio de una clase,

identificando:

Contenidos (objetivos) = Actividades =~ Verbos Bloom digital = TIC =~ Emociones.
El estudio que se presenta en este resumen se llevo a cabo durante 11 meses, entre noviembre
de 2021 y noviembre de 2022, utiliz6 un enfoque mixto con un disefio preexperimental de un
solo grupo que incluyo pretest y postest, desarrollandose la implementacion de la iniciativa
durante el segundo semestre del afio escolar 2022, en un establecimiento particular
subvencionado de la comuna de Concepcion, de la octava region de Chile. Se evaluaron
variables como motivacion, rendimiento y léxico disponible, cuya poblacion en estudio
considerd 77 estudiantes mujeres entre dos segundos medios, con edades entre los 15 y 16
afios, por lo que la muestra se constituy6 por 38 estudiantes perteneciente a un segundo medio
del establecimiento.

Para medir la eficiencia de este procedimiento se utilizo test de disponibilidad léxica,
cuestionario de evaluaciéon motivacional del proceso de aprendizaje (EMPA) (Quevedo-
Blasco et al., 2016) y pruebas de conocimiento.

Pregunta de investigacion: ;Es posible mejorar la motivacion y el rendimiento de los
estudiantes a través de la implementacion de un modelo de integracion didéactica que
incorpore herramientas tecnologicas?

Objetivo General de la Investigacion: Implementar el modelo de integracion didactica e-
TPACK que incorpora el uso de herramientas tecnoldgicas para motivar y fortalecer el
aprendizaje del algebra.

Ejemplo de una actividad implementada sobre la base del modelo e-TPACK

206



Objetivo aprendizaje

OA 3. Mostrar que comprenden la funcién cuadratica f (x) = ax? + bx + ¢
f(x) = ax*® + bx + c; (a*#0); reconociendo la funcién cuadratica
f(x) = ax?*f(x) = ax?en situaciones de la vida diaria y otras asignaturas,

representandola en tablas y graficos de manera manual y/o con software educativo y
determinando puntos especiales de su grafica.

Contenido
Funciones - Funcion cuadratica.
Actividad Taxonomia TIC Emocion
Estudian el célculo de imagen y preimagen de Recordar  GeoGebra Interés

una funcion. Dadas tres funciones deben
determinar preimagenes y en relacion con estas
calcular sus respectivas imagenes, luego Reconocer  Classroom
representan las coordenadas en GeoGebra y
comprueban si sus calculos estan correctos al
ingresar la ecuacion de la funcion en Representar
GeoGebra, comparten en Classroom sus
resultados. Finalmente responden en conjunto
preguntas de reflexion respecto a la actividad.

Comprender Satisfaccion

Aplicar

Nota. Elaboracion de Paulina Estrada Gallegos

Las hipétesis de trabajo fueron tres, Hl: La utilizacion de un modelo de integracion
didactica basado en TIC y emociones mejora el rendimiento, H2: La utilizacién de un modelo
de integracion didactica basado en TIC y emociones mejora la motivacion de los estudiantes y
H3: En la medida que aumenta la motivacion global aumenta el rendimiento.

Resumen resultados

En cuanto al test de disponibilidad Iéxica, se estableci6 que, en ambos centros de interés,
emociones asociadas a funciones (Cl) y palabras asociadas a funciones (C2) existe un
aumento en el total de palabras (C1: 92 palabras y C2: 240 palabras), en el nimero de
vocablos (C1: 22 palabras y C2: 5 palabras) y en el promedio de palabras (C1: 2,42 palabras y
C2: 6.32 palabras), sin embargo, el indice de cohesion en C1 mostrd una leve disminucion
(0,00273044) y en C2 aument6 (0,07155702). Respecto a C1, fue posible evidenciar un
aumento respecto a las emociones de connotacion positiva que el estudiante considera
primero en su mente.

Por otro lado, el cuestionario EMPA aplicado para medir la motivacion, mostré que en todos
los tipos de elevada motivacion, es decir, respecto a los estudiantes con una motivacion
superior al 50%, existi6 un aumento en cuanto a los porcentajes en ambos momentos de los
test. En el caso de la elevada motivacion global existe una variacion de 16 puntos
porcentuales, en la elevada motivacion extrinseca de 6 puntos y en la elevada motivacion

intrinseca de 13 puntos. Respecto a la motivacion global del grupo es posible apreciar un
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incremento de un 8,9% (61,84% a 67,37%), ademas de los resultados es posible establecer
que se trabajé con un grupo con alta motivacion, pero aun asi luego de la intervencion
aumentan sus indices.

Por ultimo, los resultados de la evaluacion de conocimientos consideran un promedio de notas
en el pretest de 3,3 y en el post test 5,1, ambos valores aproximados, mostrandose un claro
incremento, especificamente en 18 décimas. Ahora bien, al momento de correlacionar la
motivacion global con las notas obtenidas por los estudiantes, ambos en post test, dicho valor
de correlacion fue bajo, con una p superior a 0,05, por lo que esto implica que no hay
evidencia suficiente para decir que las variables se correlacionan.

Conclusiones

Considerando los hallazgos de esta investigacion y posterior implementacion, es posible
establecer que es posible mejorar la motivacion y el rendimiento académico de los estudiantes
a través de la implementacion de un modelo de integracion didactica que incorporan
herramientas tecnologicas.

Ademas, es importante destacar la utilidad del modelo e-TPACK para la generacion de
secuencias didécticas en las cuales se consideran no solamente las tecnologias, sino ademas
las emociones que pueden generar las actividades educacionales que consideran tecnologias.
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HACIENDO CAMINO POR LAS SUPERFICIES

Bernat Ancochea Millet — Guillem Bonet Carbo
bancohe@xtec.cat — gbonet2@xtec.cat
Associacid Catalana de GeoGebra (Espafia)
INS Santa Coloma de Farners (Espafia)

Nucleo tematico: GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de la matemadtica en las
diferentes modalidades y niveles educativos.

Modalidad: CB

Nivel educativo: Terciario o Bachillerato (16 a 18 afios) y Formacion profesional.
Palabras clave: Funciones de dos variables, inecuaciones, curvas de nivel, superficies.

Resumen

Nuestro objetivo es profundizar en el concepto de las superficies a partir de las curvas
de nivel facilitando al alumnado las herramientas necesarias para ello. Introduciremos
las funciones de dos variables de una forma muy elemental usando el GeoGebra y, a
partir de aqui, dibujaremos las curvas de nivel para simular las que nos encontramos en
los mapas topogrdficos. Realizaremos diferentes cdlculos con ellas que luego
aplicaremos a situaciones reales. Finalmente haremos una simulacion a partir de lineas
poligonales que nos permita crear una situacion didactica a partir de ejemplos concretos.

Justificacion previa

En su etapa de educacion secundaria, en la asignatura de matematicas, el alumno debe
adquirir cierto nivel de abstraccion que se hace mas notorio a medida que se acerca a
bachillerato. La mayor parte de los conceptos matematicos estudiados en bachillerato
suelen requerir un alto nivel de abstraccion, cosa que hace que buena parte del alumnado
absorba de forma 6ptima los conceptos desarrollados en clase.

Uno de estos conceptos que se trabajan en bachillerato es el estudio de funciones. El
estudio de funciones en si es totalmente abstracto, pues no estamos acostumbrados a ver
funciones en la naturaleza, sin6 que soén una representacion abstracta de la relacion entre
las variables que queremos estudiar.

En estudios anteriores se ha ofrecido un acercamiento al estudio de funciones usando el
programa GeoGebra, manipulando parametros de la funcidon para estudiar sus
propiedades, comparando la variacion de la funcién con su funcion derivada, estudiando
la variacion de su recta tangente, o también intentando analizar a qué tipo de funcion se
ajustan mejor unos resultados obtenidos. Para ello se utilizan comandos como
AjustePolinomico, AjusteExp, AjusteSeno, AjusteLineal y algunos mas aplicados a una
lista de puntos.

Sin pretender sacar valor a estos trabajos que valoramos de forma muy positiva, en este
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articulo pretendemos acercar las funciones a la realidad mas inmediata del alumno.

Queremos encontrar las funciones en la naturaleza misma usando para ello la infinidad

de relieves que nos proporciona nuestro globo terraqueo.

Seccion topografica de un terreno

Durante la etapa de educacion secundaria el alumnado ha trabajado en la representacion
de perfiles topograficos cercanos a su entorno. Este trabajo se ha realizado sobre todo en
asignaturas como geologia, ciencias naturales o hasta en dibujo técnico explicando con
este simple ejercicio el significado de las curvas de nivel del mapa (curvas de los puntos
que se encuentran en la misma altura sobre el terreno). Nuestro objetivo en este articulo
no es describir como se realiza un perfil topografico, sin6 el uso que podemos darle en

matematicas.

i i Seccid A-A"

0'e

1 Mapa

Perfil topografico en la seccion de un terreno.

Un perfil topografico de un corte recto nos permite visualizar la relacion entre la distancia
al origen de un punto y la altura a la que se encuentra dicho punto. Existe una relacion
directa entre este concepto y el que conocemos de funcion. Entonces, ;podemos usar esta
idea, mas cercana al alumno, para trabajar el concepto de funcion? Pues si, ademas,
podemos crear caminos, no necesariamente rectos, y estudiar sus perfiles. Esta segunda
opcidn estaria relacionada con los perfiles de las distintas etapas de una vuelta ciclista y
reforzada cuando realizamos una excursion por el monte que hemos trabajado
previamente dibujando el perfil del sendero por el que vamos a caminar.

Nuestra pretension en nuestro articulo va algo mas alla. Introduciremos conceptos
matematicos para trabajar en 3D y asi poder andar por superficies matematicas. Ademas,
vamos a reforzar nuestra propuesta con aplicaciones en GeoGebra para trabajar ya en el

aula.
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De la superficie matematica al mapa topografico

Puesto que nuestro principal objetivo en la actividad es trabajar las matematicas, vamos
a usar para nuestro trabajo de aula superficies matematicas y no topolédgicas. Para ello,
nos serviremos del programa GeoGebra, en su ventana de visualizacién 3D, en el que
hemos introducido la superficie que nos interese trabajar. En el caso de la imagen que

sigue la superficie propuesta viene dada por la ecuacion f(x,y) = sin(x) + sin(y) .

Funcid - sin(x) < sin(y)

»/”‘»V“"—.‘
/ ™ S
\\
AN £ 3 Ve 5 s
\:}A’i//
longitud = 9.54
2 B e
ol N

Imagen 1 Perfiles sobre una superficie a partir de una funcién de dos variables'

Una vez representada la imagen de la superficie en 3D (derecha) hemos abierto la Vista
Grafica 2D en la que representamos las curvas de nivel de la superficie f(x,y) escogida
proyectadas en el plano xy utilizando el comando Curvalmplicita aplicado a la funcion f.
Las curvas sobre la superficie se obtienen como una secuencia de intersecciones de planos
paralelos al plano xy, con ecuacion z = k, con un intervalo adecuado al nimero de ellas
que queramos mostrar.

También podemos recrear un camino sobre la superficie dibujando una spline en la Vista
2D a partir de una lista de puntos y trasladando luego dichos puntos a la superficie con la
funcién f. Para ello utilizaremos el comando curva de la siguiente manera:

Curva(x(a(t)),y(a(t).f(x(a(t)).y(a(1))).t,0,1)
siendo a la ecuacion de la spline que, como sabemos, el programa crea con un parametro

que variaentre O y 1.
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1 Todas las imagenes estan obtenidas a partir de las aplicaciones del Libro GeoGebra citado en la
Bibliografia.

Utilizamos una segunda Vista Grdfica para mostrar los dos perfiles del camino, ya sea a
partir de la distancia recorrida hasta un punto y la altura correspondiente a dicho punto
(como sucede en los perfiles de los recorridos de las etapas de las vueltas ciclistas) o bien

con la posicion del punto y su altura. Unimos los puntos de la grafica con segmentos.

Analizando perfiles topograficos

Las superficies creadas en el apartado anterior nos han servido para preparar nuestra
propuesta para el alumnado. Facilitaremos el mapa topografico creado con una superficie
para que los estudiantes analicen distintos perfiles topograficos (todos ellos creados a
partir de segmentos rectos sobre el mapa).

En el caso de la funcion anterior, f(x,y) = sin(x) + sin(y), encontraremos s6lamente
perfiles parecidos a funciones periodicas. En cortes verticales del mapa, veremos como

nuestra funcion periodica se asemeja a las funciones trigonométricas sin(x) o cos(x).

Imagen 2 Corte vertical de una superficie

Pero ;qué trabajo debemos hacer para poner nombre al perfil topografico que hemos
representado? Para comprobar cuales son las funciones que representan los distintos
perfiles, podemos usar de nuevo el GeoGebra afiadiendo puntos del segmento que son
interseccion con curvas de superficie, esto nos dara una nube de puntos que interpolamos
y ajustaremos a la funcidon mas cercana (recordemos que hemos estado ocultando que
conociamos de antemano la superficie que genera cada perfil y, por ello, no podemos usar

la funcion superficie).
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Los resultados encontrados con otro tipo de superficies sera muy distinto. Vamos a probar

con otra propuesta, el paraboloide hiperbolico de ecuacidon xy (se puede introducir asi en

la linea de Entrada de GeoGebra):

> I:ﬁlgstra;aﬁca

long = 4

X/[» Finestra gréﬁ; 3D

Imagen 3 Resultados obtenidos a partir de un paraboloide hiperbolico

Los mapas topograficos no se pueden convertir a 3D con GeoGebra (como ya hacen

programas como Google Earth y otros) pero se pueden interpretar con el programa. Un

primer ejemplo

seria obtener el perfil a partir de un recorrido sobre uno de dichos mapas

como se muestra en la figura:

Conclusiones

Imagen 4 Perfil a partir de un mapa topografico

Las curvas de nivel nos ofrecen muchas posibilidades para desarrollar actividades con el

alumnado con mucho contenido matematico. Por otra parte, con los dispositivos moviles,
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podemos efectuar el seguimiento de una actividad como caminar, correr o ir en bicicleta
obteniendo la posicion de los puntos del recorrido y su altura.

Unos de los asistentes a la comunicacion, Javier Cayetano, propuso como reto como poder
decidir el camino que tendria que seguir un acueducto para garantizar una pendiente
constante. En la imagen siguiente observamos el corte por un plano con una inclinacién
dada de la funcién que hemos utilizado en esta comunicacion. Iremos avanzando en esta

direccién.

Imagen 5 Estudio previo de la pendiente constante para un acueducto
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DESARROLLO DE RECURSOS EDUCATIVOS DIGITALES PARA
EDUCACION STEM USANDO GEOGEBRA
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Nucleo tematico: GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de la Matematica en las
diferentes modalidades y niveles educativos

Modalidad: CB

Nivel educativo: Universidad

Palabras clave: Educacion STEM, Distribuciéon Binomial, Distribucion de Poisson,
Regresion Lineal.

Resumen
El articulo muestra el planteamiento e implementacion de un proyecto didactico
universitario para desarrollar recursos educativos digitales que apoyen el proceso de
ensefianza-aprendizaje en cursos STEM usando el reconocido programa de codigo
abierto GeoGebra. El procedimiento del proyecto se sintetiza y se presenta en esquema
con los pasos: revision del estado del conocimiento, planteamiento de problemas de
estudio, entrenamiento en la herramienta computacional GeoGebra, desarrollo de
archivos de modelado estadistico en GeoGebra, corrida de modelos, revision de
reportes de calculo y grdficas, verificacion de resultados, conclusiones y
recomendaciones del proyecto. El proyecto cumplio su fase de desarrollo de los
recursos educativos y su prueba por parte de los autores en GeoGebra y Excel como
comparativo, en una segunda fase proxima a desarrollarse se hardn las pruebas de
usabilidad con estudiantes universitarios. Como aporte a la presentacion oral solo se
presenta un esquema del procedimiento de desarrollo sintetizado, el planteamiento y
los resultados de cuatro problemas de aplicacion en GeoGebra (se comparan contra
solucion en Excel) y las conclusiones y recomendaciones. Se obtuvieron conclusiones
importantes sobre los resultados en cuatro tipos de problemas de estadistica
descriptiva, distribuciones Binomial y Poisson y Regresion Lineal. Se destacan las
ventajas diddcticas de GeoGebra para abordar de manera amigable y simple

problemas estadisticos que en la prdctica implican volumenes de calculo considerables.
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INTRODUCCION

Los cambios introducidos en Colombia en la educacion superior a través del Ministerio
de Educacién Nacional — MEN, han incorporado el concepto de créditos académicos
que incluyen un fuerte componente de trabajo autonomo del estudiante y recientemente
el componente evaluativo en resultados de aprendizaje, de esta manera las herramientas
TICs como Geogebra toman un papel fundamental para el mejoramiento de la didactica
de los profesores en el aula, el trabajo autonomo de los estudiantes en casa y la

posibilidad de desarrollar soluciones digitales de impacto global.

Los usos mas conocidos y reconocidos de Geogebra estan en la Geometria y la
Matematica Computacional, no obstante, en la disciplina Estadistica no estan muy
difundidas las posibilidades de GeoGebra en este campo en comparaciéon con otras
opciones de paquetes comerciales o libres especializados en célculo estadistico (R,
OCTAVE, SPSS, MINITAB, entre otros). La gran ventaja encontrada por los
investigadores en el uso de GeoGebra en Estadistica es su notable facilidad de uso, sin
pérdida de complejidad en las soluciones que entrega desde el punto de vista numérico y
grafico, en resumen, GeoGebra es un aliado para el profesor y para el alumno, ya que,
constituye todo un arsenal de herramientas que apoyan lo que hoy en dia se conoce
como educacion STEM (Science, Technology, Engineering and Mathematics). La
educacion STEM combina de manera interdisciplinaria las ciencias y las matematicas

en escenarios que involucran la ingenieria y la tecnologia.

OBJETIVOS

En general el proyecto buscaba desarrollar herramientas didacticas en GeoGebra que
apoyen la solucioén de problemas en talleres y trabajos de las asignaturas de Estadistica,
tanto en el aula como en los espacios de trabajo autonomo de estudiantes de

Administracion Publica Territorial.

Los objetivos especificos se sintetizan asi:
Definir la metodologia para desarrollar los archivos Geogebra que atiendan a la solucién
de cuatro tipos de problemas en Estadistica.
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Realizar pruebas de verificacion en los cuatro estudios de caso escogidos mediante la
comparacion con soluciones obtenidas en hoja de Calculo Excel.
Motivar a los estudiantes para que se interesen en el estudio y la practica de la

estadistica como ciencia transversal en la administracion y las ciencias en general.

METODOLOGIA

El proyecto fue desarrollado siguiendo los pasos o fases mostrados en la figura 1.

Revision del
estado del
conocimiento

!

Planteamiento
de
problemas de
Estudio
Entrenamiento en la Desarrolloldg archivos de
herramienta mod.elado estadistico en GeoGebra,
computacional corrlda_l de modelos y desarrollo de
GeoGebra soluciones en Excel por parte de
los investigadores

Revision de reportes
de calculo y graficas

Verificacion de resultados,
conclusiones y
recomendaciones del
proyecto.

Fig 1. Metodologia del proyecto.

Fuente: Autores

RESULTADOS

Los resultados se muestran a continuacion en 4 problemas representativos de la

estadistica descriptiva e inferencial
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Problema 1. Aplicacion en estadistica descriptiva
Se trata del estudio descriptivo de datos de coeficiente intelectual de un grupo de 150
personas (Pinzén, 1985). La figura 2 muestra los resultados obtenidos en GeoGebra y

en la figura 3 la verificacion en hoja Excel.
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Fig 2. Problema de estadistica descriptiva en GeoGebra.
Fuente: Autores
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Fig 3. Problema de estadistica descriptiva en Excel.

Fuente: Autores
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Problema 2. Aplicacion en problema de uso de la distribucion binomial
Se trata del estudio probabilistico de eventos de conductores de automovil con algin
grado de alcoholemia en festividades de fin de afio y para ello se emplea la funcion
binomial presente en las funciones estadisticas de GeoGebra (Contento,2020). La figura
4 muestra los resultados obtenidos en GeoGebra y en la figura 5 la verificacion en hoja
Excel.

€ EjerBinomial(n15)9gb - =] X
Archivo Edicion Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Fig 4. Problema de Distribucion Binomial en GeoGebra.

Fuente: Autores
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Fig 5. Problema de Distribucion Binomial en Excel.

Fuente: Autores
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Problema 3. Aplicacion en problema de uso de la distribucion de Poisson
Se trata del estudio probabilistico de eventos de suicidios en un pais particular y para
ello se emplea la funcion de Poisson presente en las funciones estadisticas de GeoGebra
(Contento,2020). La figura 6 muestra los resultados obtenidos en GeoGebra y en la
figura 7 la verificacion en hoja Excel.
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Fig 6. Problema de Distribucion de Poisson en GeoGebra.
Fuente: Autores
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Fig 7. Problema de Distribucién de Poisson en Excel.

Fuente: Autores
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Problema 4. Aplicacion en problema de Regresion Lineal

Se desea estudiar la relacién entre la nota final de calculo en el primer semestre
basandose en la calificacion que el estudiante obtiene en una prueba de
aprovechamiento realizada antes de que ingrese a la universidad. Se dispone de
informacion acerca de estas dos variables en una muestra de 10 estudiantes (Mendenhall
et al., 2015; Contento, 2020). La figura 8 muestra los resultados obtenidos en GeoGebra

y en la figura 9 la verificacion en hoja Excel.
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Fig 8. Problema de Regresiéon Lineal en GeoGebra.

Fuente: Autores
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Fig 9. Problema de Regresion Lineal en Excel.

Fuente: Autores

CONCLUSIONES

e Los resultados comparados en los cuatro tipos de problemas de estadistica
descriptiva, distribuciones Binomial y Poisson y Regresion Lineal muestran que
GeoGebra soluciona correctamente los 4 tipos de problemas con un minimo
esfuerzo por parte del estudiante para la implementacion, esta situacion permite
concentrar la atencion mas hacia el andlisis de los resultados que hacia el céalculo.

e Se destacan las ventajas didacticas de GeoGebra para abordar de manera amigable y
simple problemas estadisticos que en la practica implican volimenes de célculo
considerables.

e Se recomienda continuar explorando nuevas posibilidades que permitan ampliar la
base de herramientas computacionales didacticas en otros temas de la Estadistica

donde GeoGebra tiene gran potencial.
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Resumo

A Geometria Fractal pode ser compreendida como uma extensdo da geometria de
Euclides, visto que surgiu para explicar entes geométricos considerados caoticos e
incompreensiveis. Neste trabalho verifica-se a possibilidade de construir intera¢oes do
fractal conhecido como do Tapete de Sierpinski, utilizando como base uma curva geral.
Apos um estudo bibliografico realizou-se a constru¢do, do Tapete de Sierpinski com o
apoio do software GeoGebra, considerando como base uma curva Spline fechada,
limitada e ndo vazia. Além do Tapete, essa mesma construgdo pode ser utilizada para
determinar interagoes de outros fractais. A utiliza¢do do software nessas construgoes
possibilitou a realiza¢do de um estudo mais minucioso do tema e uma visualizag¢do
dindmica das construgoes. O método utilizado nas construgoes dos fractais mostrou-se
eficiente, simples e flexivel.

Introducao

A Geometria Fractal surgiu da necessidade da compreensdo, principalmente, de
elementos e objetos da natureza considerados caoticos, que ndo podiam ser explicados
somente pela Geometria Euclidiana. De acordo com Barnsley(1993), a Geometria
Fractal ¢ uma extensdo da Geometria Euclidiana, uma vez que pode ser utilizada para
construir modelos precisos de estruturas fisicas de samambaias ou até de galaxias. Um
fractal, segundo Sallum(2005), ¢ definido como uma figura que pode ser fragmentada
em inimeros pedagos, sendo que cada um desses pedacos ¢ uma reprodugdo do todo.

Para gerar a imagem de um fractal, ou algumas interacdes, ¢ necessario realizar um
processo longo e, de certo modo, exaustivo o que torna inviavel sua construgdo sem o
auxilio de recursos computacionais. Desse modo, tais recursos sdo essenciais para a
construcdo da maioria dos fractais. Além disso, o uso da informadtica no ensino de
matematica possibilita ao professor ampliar a no¢do de metodologias e estratégias de
ensino, além de possibilitar que ele saia da situagdo de acomodagdo, ampliando e

renovando seu conhecimento matematico (Vaz, 2012). Desse modo, muitos softwares
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matematicos podem ser utilizados por alunos e professores como instrumentos para
compreender com mais clareza determinados conteudos.

Este trabalho estende um estudo anterior no qual abordou-se a constru¢do de fractais no
software GeoGebra utilizando comandos como lista, sequéncia e homotetia com
poligonos regulares (Friske; Mathias, 2015 e Friske; Mathias, 2016). A partir dessas
construgdes surgiu uma questdo a respeito da curva base do fractal. Esta deve
necessariamente ser um poligono ou pode ser uma curva qualquer? Analisando essa
questdo, conforme Anton e Rores (2012), verificou-se que ¢ possivel construir fractais

por meio de curvas de modo semelhante as construcdes ja realizadas.

Desenvolvimento
De acordo com Anton e Rores (2012) o fractal Tapete de Sierpinski pode ser expresso
como a unido de subconjuntos congruentes € ndo sobrepostos, onde cada um deles ¢
congruente a contragdo do conjunto original pelo fator //3. Observa-se o conjunto base,
pode ser qualquer conjunto, desde que este ndo seja vazio, fechado e limitado. Por
exemplo, a Figura 1 ilustra os conjuntos do tapete usando como base um quadrado
unitario e uma curva qualquer.

Figura 1: Tapete de Sierpinski
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Fonte: Anton e Rores (2012)

Nesse trabalho foi utilizado como conjunto inicial para o Tapete de Sierpinski uma
curva Spline que ¢ definida, conforme Burden e Faires(2008) e na construcdo dos
fractais foi utilizado o software de Matematica Dinamica GeoGebra. Segundo Vaz
(2012), esse dinamismo possibilita que o aluno perceba diversas relacdes entre os
objetos matematicos, faca conjecturas e até mesmo formalize os resultados, de forma

visual, no proprio software.
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Para realizar a constru¢do dos fractais foi necessario utilizar os comandos Homotetia,
Sequéncia e Elemento do GeoGebra (Friske e Mathias, 2015). Como o Tapete de
Sierpinski teve como base uma curva qualquer fechada, limitada e ndo vazia, foi

utilizado o comando Spline também disponivel no software.

Assim, para construir o referido fractal, no GeoGebra, inicialmente, marcam-se dois
pontos, A e B, na janela de visualizagdo. Com o comando Poligono Regular selecionado
e clicando nos pontos A e B, constrdi-se um quadrado, denominado poll. Determina-se

os pontos médios dos lados do poll, por meio do comando Ponto Médio na barra de
ferramentas, ¢ o centro desse poligono, utilizando o comando Centro de Gravidade.
Esse poligono servird como delimitador da curva Spline que seré criada posteriormente.
Marcam-se entdo, trés pontos quaisquer J, K e L internos ao quadrado, estes servirdo de
base para a curva. Assim, por meio do comando Spline, digita-se no Campo de Entrada:
Spline[{J, K, L, J}, 3]. Esse comando realizard a constru¢do de uma curva e fechada,
limitada e ndo vazia, que passa por J, K e L (Figura 2).

Figura 2: Pontos internos ao poligono e curva passando por esses pontos

° ° ° ° ° °
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Fonte: as autoras

Ap0s, € necessario definir uma lista ordenada de pontos. Assim, digita-se de forma
ordenada no Campo de Entrada os pontos dos vértices do quadrado e seus pontos
médios, ou seja, listal= {A, E, B, F, C, G, D, H }. Para poder definir uma sequéncia
(lista) de pontos sobre a curva Spline, cria-se inicialmente um Controle Deslizante n,
variando de 1 a 100 e com incremento 1. Utilizando o comando Sequéncia no Campo de
Entrada determina-se uma segunda lista, digitando: “lista2=Sequéncia[e(i), i, 0, 1, 1/n]”
em que e ¢ a curva fechada criada anteriormente, i ¢ a variavel, 0 € o valor inicial, 1 ¢ o

valor final e 1/n é o incremento da sequéncia. A Figura 3 ilustra a lista2 (pontos em

laranja sobre a curva) com valores distintos para o controle deslizante n. Nota-se que ao
aumentar o valor do controle n a quantidade de pontos sobre a curva aumenta.
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Figura 3: Lista de pontos sobre a curva.
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A terceira lista a ser construida (lista3) ilustrada na Figura 4 determina a primeira
homotetia em relacdo a curva e, adotando como centro o ponto I e um fator de

congruéncia 1/3. Assim, digita-se na caixa de entrada: “lista3=Homotetia[e, 1/3, I]”.

Figura 4: Homotetia.
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Fonte: as autoras
Para dar continuidade a constru¢do, de forma a determinar a segunda iteragdo, sera

necessario unir os comandos utilizados nas listas 2 e 3, isto é, usar os comandos
Sequéncia e Homotetia de forma integrada. O comando para determinar a quarta lista é:

“listad=Sequéncia[Homotetia[lista3, 1/3, Elemento[listal, i]], i, 1, 8] . Para determinar
a proxima interagdo (lista 5), utiliza-se o mesmo comando da lista4, porém em

Expressdo, no sub comando Objeto, ¢ necessario substituir a lista3 pela lista4. Para
construir as terceira interacdo (lista6) basta substituir a lista4 pela lista5. E, as demais
interacdes serdo sempre determinadas por sua lista anterior, tornando o processo da

construcao um método repetitivo. A Figura 5 ilustra a representacao obtida do Tapete de
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Sierpinski até a lista6, nota-se que alguns objetos foram ocultados para uma melhor
visualizacao.

Figura 6: Intera¢des do Fractal
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Fonte: as autoras
Destaca-se que depois de determinar a listab o arquivo da construgdo torna-se mais
pesado e, dependendo do computador, fica mais dificil de movimentar os pontos e a

curva Spline.

Resultados
O Tapete de Sierpinski ¢ um exemplo de como construir fractais com os comandos
Homotetia, Sequéncia, Elemento e Spline do GeoGebra. Existem outros fractais que
podem ser explorados utilizando a mesma ideia € 0 mesmo passo a passo, coOmo por
exemplo o Tridngulo de Sierpinski (Figura 1), que altera somente o fator de congruéncia
de 1/3 para 1/2.
Figura 6: Triangulo de Sierpinski

Fonte: as autoras
J& os fractais com base pentagonal, hexagonal(Figura 7), heptagonal e octagonal sdo

criados exatamente da mesma maneira que o Tapete de Sierpinski, modificando apenas

os poligonos iniciais.
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Figura 7: Fractal hexagonal
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Nota-se que nesse trabalho foi realizada a constru¢do de uma representacdo do Tapete
de Sierpinski, visto que este ¢ a unido de subconjuntos congruentes € nao sobrepostos.
Uma vez que o software ¢ limitado e ndo consegue produzir infinitas iteragdes, ou seja,
ndo ¢ possivel determinar todas as listas que constituem o conjunto. Além disso,
observa-se que a construgdo dos poligonos iniciais, nesse caso o quadrado, ¢
extremamente importante pois a curva criada via o comando Spline precisa estar contida
neste poligono. Conforme Anton e Rores (2012) o conjunto inicial do tapete precisa ser
limitado, fechado e ndo vazio. Isto €, se os pontos da curva ndo sdo internos ao poligono
pode ocorrer sobreposi¢do das listas criadas e, entdo, o tapete de Sierpinski ndo estard
definido.

Ressalta-se ainda que o uso do comando Elemento foi necessario para agilizar o
processo da construgdo do fractal. Se fosse inserido cada ponto isoladamente seria

necessario repetir o processo inimeras vezes, tornando a construgao inviavel.

Conclusao

Com esse trabalho foi possivel perceber que realizando uma ligagdo entre a parte tedrica
e o GeoGebra a compreensdo do Tapete de Sierpinski e da curva Spline ficou mais
simples. Desse modo, a utilizagdo do software possibilitou um estudo mais minucioso
do conteudo, pois muitas defini¢des precisaram ser compreendidas para realizar a
construc¢do, e uma visualizagdo dindmica, visto que o poligono inicial pode ser alterado
e os pontos da curva podem ser variados.

Além disso, o método abordado para a constru¢do dos fractais pode ser considerado

eficiente, visto que foi possivel utilizd-lo em diferentes fractais, e flexivel, por
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considerar como base tanto um poligono como uma curva qualquer limitada, fechada e

ndo vazia.
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Resumen

En este trabajo se presenta una secuencia didactica sobre conicas, que se implemento
en un curso de ler afio de carreras de ingenieria de la Universidad Tecnologica
Nacional (UTN) Facultad Regional Concepcion del Uruguay (FRCU) durante el primer
cuatrimestre del ciclo lectivo 2023.

Para el desarrollo de la secuencia didactica se utilizo el aprendizaje activo, donde los
alumnos fueron protagonistas de su propio proceso de aprendizaje, mientras que el
profesor incentivo y motivo su participacion. Y la gamificacion, técnica que permitio a
los estudiantes aprender de una manera mas divertida por medio de los juegos.

El juego seleccionado fue el “escape room” que consiste en escapar de una sala, en
este caso el aula, por medio de la resolucion de problemas o ejercicios que otorgaron
pistas para armar un codigo para pasar por las diferentes salas durante un tiempo
especifico para ganar el juego.

El escape room se dividio en 4 salas que fueron realizadas con applets de GeoGebra y
presentadas a los alumnos mediante el Classroom de GeoGebra.

La propuesta del escape room con GeoGebra fue aceptada por los alumnos de una
manera muy positiva, demostraron interés por las actividades y trabajaron en equipos
logrando buenos resultados.

Introduccion

Las conicas son un tema interesante para aprender utilizando el software GeoGebra, una
herramienta muy util para que los estudiantes puedan explorar sus propiedades de
manera intuitiva y visual, y disfrutar del aprendizaje de una manera activa y ludica
gracias al uso de la gamificacion, en particular, a través de un escape room.

La combinaciéon de la gamificacion y GeoGebra pueden crear clases de matematicas
mas atractivas e interactivas, centradas en el aprendizaje activo del estudiante. Segun
Prince (2004):

El aprendizaje activo generalmente se define como cualquier método de instruccion que
involucra a los estudiantes en el proceso de aprendizaje. En resumen, el aprendizaje

activo requiere que los estudiantes realicen actividades de aprendizaje significativas y
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piensen en lo que estan haciendo. (...) Los elementos centrales del aprendizaje activo
son la actividad del estudiante y su participacion en el proceso de aprendizaje. (p. 1)

En este contexto, el aprendizaje activo, la gamificacion y el uso de GeoGebra permiten
obtener mejores resultados en la ensefianza de las conicas. Los estudiantes pueden
aprender y divertirse al mismo tiempo, lo que puede promover una mayor motivacion y

un mayor rendimiento en la materia.

Desarrollo
La secuencia didactica se realizo durante una clase de 5 horas catedra, en la cual los
alumnos se organizaron en grupos de 4 integrantes.
El escape room se dividio en 4 salas donde cada una constaba de ejercicios y problemas
sobre las conicas (circunferencia, elipse, hipérbola y pardbola) y los alumnos debieron
armar un codigo para poder pasar a las diferentes salas y escapar para ganar.
Las salas se realizaron con applets de GeoGebra y se presentaron a los estudiantes por
medio del Classroom de GeoGebra.
Sala 1: Identificar qué conica representa la ecuacion general de 2do. grado en dos
variables.
Estaba compuesta por cuatro ejercicios donde los alumnos tuvieron que identificar qué
conica representa la ecuacion general de 2do. grado en dos variables y obtener
elementos de las conicas para armar el codigo (Figura 3b) que les permitio pasar a la
siguiente sala. Cada ejercicio tenia una pregunta de seleccion multiple (Figura 1), una
vista grafica (Figura 2a), una vista CAS (Figura 2b) y una vista Notas (Figura 3a) donde

subieron las fotos con la resolucién del ejercicio.

Figura 1

Sala 1 — Actividad 1: pregunta de seleccion multiple

Cobnica 1

Autor: Mar

Conica2 Dads a ecu 25x% + 16y7 - 50x - 64y -311=0. Identificar qué conica representa. Graficar

A [ Circunferencia
8 O«

¢ [ Hipérbola
D [ Pardbola

Figura 2
a) Sala 1 — Actividad 1: vista grafica b) Sala 1 — Actividad 1: vista CAS
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Vista gréfica

D A0 LN 2 e ) \\/E]C:S VoSN Ty x=x= f [ &
Figura 3
a) Sala 1 — Actividad 1: vista Notas b) Sala 1 — Etapa final: ingreso del codigo.

Ingresamos el codigo de la sala 1

Subir una foto del trabajo o pueden escribir en el block de notas

S
A ~
a : i
La suma de las coordenadas del centro de la circunferencia Intentar de nuevo
Q
La suma de las ordenadas de los focos de la elipse: Intentar de nuevo
» & 0 v Longitud del semigje principal de la hipérbola Intentar de nuevo
/ e
Lado recto de la parabola Intentar de nuevo
& rd -
El cdgigo es: Intentar de nuevo

Sala 2: Armar el rompecabezas.

Los alumnos tuvieron que armar un rompecabezas de una conica (Figura 4a), realizado
en una vista Notas. Identificar qué conica representa y seleccionar la respuesta correcta
(Figura 4b). Hallar elementos, para subir en la vista Notas una foto con la resolucion del

egjercicio. Y por ultimo ingresaron el codigo (Figura 5) para pasar a la proxima sala.

Figura 4
a) Sala 2 — Rompecabezas en la vista
b) Sala 2 — Pregunta de seleccion multiple

Notas
Arma el rompecabeza de la gréfica de la cénica

© |dentificar Ia conica graficada.

Q

Q

= f

A [ Circunfersncia
8 [ Eelipse
¢ [J Hipérbola
D [] Paribolz
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Figura 5
Sala 2 — Etapa final: ingreso del codigo.

Ingresamos el codigo de la sala 2

Autor: I

Q

Fi= (: ) Intentar de nuevo
F2= ( N ) Intentar de nuevo
El triple de la excentricidad: Intentar de nuevo

El cégigo es Intentar de nuevo

Sala 3: Hallar la ecuacion ordinaria y elementos de la parabola.

Los estudiantes debieron hallar la ecuacion ordinaria de una parabola a partir de ciertos
elementos (Figura 6). Tenia una vista grafica, una vista CAS y una vista Notas donde
subieron las fotos con la resolucion del ejercicio. Y por ultimo ingresaron el cédigo

(Figura 7) para pasar a la proxima sala.

Figura 6
Sala 3 — Actividad

Conica - sala 3

Autor: Maria Fernanda Carena

Figura 7
Sala 3 — Etapa final: ingreso del codigo.

Ingresamos el cédigo de la sala 3

Autor: Maria

préxima sala se arma de |a siguiente manera:

2) Ordenada del vértice en valor absoluto
~
Ecuacién ordinaria Intentar de nuevo a
Vértice ( » ) Intentar de nuevo
Directriz Intentar de nuevo
El cédigo es Intentar de nuevo
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Sala 4: Rototraslacion de una conica.
Los alumnos aplicaron el teorema de los ejes principales para eliminar el término
rectangular de la ecuacion general de 2do grado en dos variables (Figura 8a). La
actividad tenia una pregunta de seleccion multiple (Figura 8b) ,un applet de la vista
CAS, donde obtuvieron los autovalores y autovectores de la matriz de la forma
cuadratica. Y hallaron la nueva ecuacion asociada a la coénica sin el término rectangular.
Después en la vista Grafica realizaron la grafica de la conica en el nuevo sistema de ejes
cartesianos. Por ultimo, verificaron los resultados obtenidos en un applet autoevaluable
(Figura 9) para obtener el codigo final y subieron la foto con el desarrollo en un applet
de la vista Notas.
Figura 8

b) Sala 4 — pregunta de seleccion

a) Sala4 — Actividad.
multiple

Conica - sala 4

Dadsa la ecuzcién 8x? - 4x y+ ByQ + 18x - 24y - 50 = 0. M

Figura 9
Sala 4 — Etapa final: ingreso del cédigo.

Ingresamos el codigo de la sala 4

Autor: |

& césigo

La matriz A= ( ) Intentar de nuevo

El autovalor 1 Intentar de nuevo

El autovalor 2 Intentar de nuevo

La matriz P= ( > Intentar de nuevo

Ecuacién obtenida por el TEP Intentar de nuevo

El cégigo es: Intentar de nuevo

Sala 5: Ingresar el codigo final
Los estudiantes ingresaron el codigo final (Figura 10) que les permitié ganar el escape

room.
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Figura 10

Sala 5 — ingreso del codigo final

Ingresamos el codigo de la sala final

Autor: Maria Fernanda Carena
El cédigo a ingresar es:

e Lasuma de los digitos de los cédigos anteriores.

Q

El cogigo es: Intentar de nuevo

Resultados

Los alumnos respondieron un cuestionario sobre el escape room, cuyos resultados se

resumen en la tabla 1.

Tabla 1
Resultados del cuestionario que respondieron los alumnos
Preguntas Valoracion
Ver Leer la )
. ) o Realizar ]
(Qué actividades ~ videos  bibliografia Consultar Realizar
un
previas realizaste de las propuesta material un Ninguna Otros
) cuadro
para la clase de clases por la complementario ) resumen
sinoptico
escape room? grabadas catedra
30.4% 47.8% 34.8% 34.8% 60.9% 87%  43%

(El escape room
fue motivador en Si No

su proceso de

NV

aprendizaje? 95.7% 43%
(En qué grado el 1 2 3 4 5

escape room

aporto en su

0% 8.7% 13% 56.5 21.7%

proceso de

aprendizaje?
(Le parece que

usar la Si No

gamificacion en
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el aula aporta a su

proceso de 82.6% 17.4%
aprendizaje?
(Lesirvio que el 1 2 3 4 5
escape room
0% 4.3% 17.4% 26.1% 52.2%
fuera en grupos?
L En qué grado
R A 1 2 3 4 5
aport6 al trabajo
en grupo? 4.3% 0% 17.4% 47.8% 30.4%
(Hubiese )
) Si No
preferido que
fuera individual?
87% 3%

La verdad que no tengo sugerencia ya que la mecanica de trabajo en estos tema fue
muy entretenida nada que decir
Recomendaciones  Trabajar en grupo es bueno a la hora de comparar ideas y resultados
0 sugerencias Seguir haciendo juegos competitivos
me sirviéo mucho el juego que hicimos
Que se hagan mas actividades asi en el aula ya que es una manera divertida de

Aprender
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Me parece una muy buena dindmica para el aprendizaje porque despierta la competitividad y, el saber que

hay un premio es una motivacion importante para querer desempefiarte de la mejor manera. El hacer el

trabajo en grupo conlleva a tener debates de los cuales se sacan conclusiones y, ayuda a tener menos errores.
No descarto la posibilidad de alternar entre juegos individuales y grupales, si estos,

son posteriores a uno grupal (No necesariamente de la misma unidad).

Conclusion
Se considera que la secuencia didactica basada en gamificacion y aprendizaje activo,
desarrollada con applets de GeoGebra fue beneficiosa para los estudiantes y su proceso
de aprendizaje. Los alumnos participaron de forma activa durante la clase y a partir de
la experiencia tuvieron mejores resultados en la instancia de evaluacion. La desventaja
que tuvo la experiencia fue que los applets se deben usar por medio de la pagina web de
GeoGebra, y ya que en la facultad el internet presenta dificultades algunos alumnos

tuvieron que terminar la actividad en su casa.
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USO DO GEOGEBRA BOOK NO ENSINO SUPERIOR
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Nivel educativo: Universitario
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Resumo

Nesta comunicagdo pretende-se relatar a experiéncia do uso de um Geogebra
BOOK, uma das facilidades da pagina Web do Geogebra, para ajudar alunos do
primeiro ano das licenciaturas em Gestdo e Engenharia Eletrotécnica, com
atividades originais ou adaptadas que possam permitir visualizagoes ou exploragoes
que ndo se conseguem obter num livro em papel ou num PDF simples. Também se
relata a reagdo pouco positiva dos alunos e as li¢oes para o futuro.

Introducao

Um Geogebra Book (GB) ¢ um conjunto de paginas web com recursos de tipo
bastante variado (imagens, videos, ligagdes para outras paginas) que podem incluir, ou
nio, tarefas com o software Geogebra. E muito facil de construir ¢ usar e, como é
acessivel através de qualquer navegador web, € compativel com todos os dispositivos
de acesso a internet; alguns chamam-lhe mesmo um “infinite workbook™ porque na
realidade se podem adicionar livremente materiais sem as limita¢des fisicas comuns.
Um GB ¢ como um manual escolar digital pois tem diferentes paginas que estdo
ordenadas pelo autor e inclui automaticamente um indice (tabela de conteudos). A
diferenga principal relativamente a um manual classico € que ¢ interativo e se podem
incluir neste GB tarefas interativas do Geogebra.

Virios autores relataram o uso de um GB em diferentes niveis educativos. Por
exemplo, Neto (2022) usa-o para o ensino da Probabilidade, Lemke (2017) usa-o
para o ensino do Célculo Diferencial de duas variaveis', Nascimento e Esquincalha
(2017) usam-no para o estudo de Calculo e Andlise, Oliveira et al (2023) usam-no
para o estudo de Trigonometria com alunos do 9° do Ensino Bésico e do 11° ano do
Ensino Secundario e a Funcdo Exponencial com alunos do 12° ano do Ensino

Secundario em Portugal,
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! Disponivel em: < https://ggbm.at/GdZ9wzW8>. Consultado em: 15-07-2023.
Azevedo, Esquincalha e Lozano (2018) construiram um GB para explorar conceitos

geométricos nos anos finais do Ensino Fundamental no Brasil.

Desde ha vérios anos que uso um GB como apoio aos alunos nas disciplinas de
Célculo Diferencial e Integral que leciono a varios cursos do 1° semestre do 1° ano
da Universidade de Coimbra (Curso de Gestao da Faculdade de Economia e curso de

Eng. Eletrotécnica na Faculdade de Ciéncias Tecnologia).

= GeoGebra oo | 2 = GeoGebra ATRIBUIR

Anélise Matemtica | (LEEC e MIEEC) ot Matemética | (Lic. Gestzo)

io & disciplina de Matematica | da Licenciatura em Gestio da Faculdade

4 disciplina de Andise Matemstica | d ol
Mestrado It rsidade de Coimbra - ano letivo 2018/2019.

trado Integrado de

Tabela de Conteldos Tabela de Conteddos

Nogdo de Fungs Nogéo de Fungéo

Ad

Figura 1-GB de 2022/2023 (Lic. Eng. Eletrotécnica) e de 2018/2019 (Lic. Gestdo).?

Neste GB inclui elementos de tipo variando com ligacdes para diferentes paginas na
internet (por razdes de seguranga s6 se podem colocar ligagdes para paginas web
seguras). Podem ser utilizadas tarefas Geogebra produzidas por outros autores (e a
autoria ¢ devidamente referenciada), colocados textos com férmulas matematicas,
textos, videos do YouTube, etc.

= GeoGebra ATRIBUIR
= GeoGebra ATRIBUIR

Definigéo de primitiva
Autor: Jaime Carvaiho ¢ Siia, Kevin Hopkins, Pedeo Arturo Sénchez Meneses

Definigéo

Figura 2 — Uma pagina com liga¢@o a um video e um exemplo de texto matematico.
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2 Disponiveis em https://www.geogebra.org/m/bzcmcsbs e https://www.geogebra.org/m/nbdvkybg,
respetivamente.

Neste GB sdo utilizados vérios tipos de recursos, sendo que as aplicagdes da
Matematica desempenham um papel relevante; um dos exemplos que ¢ discutido ¢ o
desastre do primeiro voo do foguetdo Ariane 5 da Agéncia Espacial Europeia.

No ano de 2018/2019 foi possivel ter 1 aula por semana de 45 minutos numa sala de
computador para realizar algumas tarefas com os computadores (2 alunos por
computador). Nas primeiras aulas apareceram muitos alunos mas depois passaram a
vir cada vez menos alunos. Nao me consegui aperceber da razdo do desinteresse dos
alunos, sendo que o uso da tecnologia ndo era estranho aos alunos pois usavam nas
aulas e exames a calculadora grafica e nas aulas eram usados véarios softwares
interativos como o Kahoot. Como ndo hd computadores disponiveis para tantos
alunos (mais de 100 alunos por curso), nunca mais foi possivel repetir a experiéncia.
Agora os alunos s3o encorajados a visitar o GB quando quiserem, no seu computador
pessoal ou numa sala de computadores no seu Departamento.

Contudo verifica-se que o nimero de alunos que acede a este GB ¢ diminuto. Os
alunos ndo revelaram claramente interesse pelo GB, havendo apenas cerca de 20
acessos por ano).

Uma explicagdo para este desinteresse dos alunos ndo reside na inexisténcia na
dimensdo grafica das provas de avaliagdo. Todas as provas de avaliagdo incluem

uma questdo que evidencia dimensdo grafica do trabalho com fungdes.

Em baixo esté o gréfico de uma funcio f. Considere a funcio definida por G(z) = / f(t)dt.
Jo O desenho seguinte representa o grafico de uma funcio f. Esboce o grafico de f'.

gEsmEm==c

(a) Determine G(1), G(2) e G(3).

(b) Faca um eshoco do grifico da funcio G|

2. Considere a funciao cuja representagio grafica é a seguinte:

|

Considera a fungiio f definida pela sua representagio gréfica:
25 N y
\ f S
\ t LA
| | b
ast | IOy
|
)
Indique quais das seguintes propriedades possui a funcio 1]
> &
(a) Monétona (h) Periédica l:l /
/
\ 7 i
(b) Crescente || (i) Injetiva| |
. A
c) Decrescente - N P4 )
i I () Sobrejetiva e R[] T
(d) Estritamente Crescente ‘ E—
[ k) Bijetiva em R
(e) Estritamente Decrescente ( : -
(f) Par |:| (I) Limitada : (‘allrul» os seguintes integrais definidos da funcdio f, recorrendo & interpretagao geométrica do integral
8 definido:
(g) Impm‘[ (m) Nao lmnm(lﬂl I L2 f()de
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Figura 3 — Exemplos de questdes usadas na avaliagdo.

Além disso os alunos podem levar qualquer tipo de calculadora grafica sem CAS
para as suas provas de avaliacdo (as mais comuns sdo a CASIO-FX e a Texas TI-
Nspire). E verdade que os alunos revelam pouca destreza com as suas calculadoras
gréficas e erram frequentemente as questdes com implica¢des graficas e isso pode ter
algum significado; em particular a linguagem matematica grafica pode ndo ser
suficientemente dominada pelos alunos e tudo que envolva grafismo ser de mais

dificil assimilag¢do pelos alunos.

Conclusoes

Tal como referem Birgit Pepin e Ghislaine Gueudet (2014) os recursos so por si
implicam pouco significado pratico: “Considerando as adaptacdes de recursos
por parte de professores ou alunos, as formas como os professores ou os alunos
usam, adaptam ou transformam os recursos dependem em grande parte de seus
conhecimentos e crengas.” Assim, se os estudantes entendem que precisam sobretudo
de praticar exercicios de tipo mais algébrico (semelhantes aos que pensam que saem
nos exames) provavelmente ndo irdo valorizar os multiplos recursos graficos e
dindmicos que se lhes apresentam.

Na Finlandia os exames nacionais (MEB 2023) de Matematica para acesso ao
Ensino Superior sdo, desde 2019, realizados de forma digital e os alunos tém acesso
no proprio software do exame a uma duzia de diferentes softwares incluindo o
Geogebra (com CAS). Sera que s6 depois de as avaliagdes passarem a ser totalmente
digitais e interativas os estudantes dardo importancia a recursos digitais como 0s

Manuais Escolares Digitais?
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OPTIMIZACION CONVEXA: UN ENFOQUE GEOMETRICO USANDO GEOGEBRA
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Nivel educativo: Superior

Palabras clave: Optimizacion convexa, enfoque geométrico, dptimo, GeoGebra

Resumen

En esta propuesta se presenta los conceptos bdasicos de la optimizacion convexa:
conjuntos convexos y funciones convexas, y las condiciones necesarias y suficientes
para la existencia del optimo. Se explica como la geometria de los conjuntos convexos y
las funciones convexas pueden ser aprovechadas para obtener las soluciones optimas,
destacando la importancia del enfoque geométrico para comprender y resolver dichos
problemas.

Teniendo en cuenta que GeoGebra es un entorno de programacion y calculo simbélico,
que proporciona una amplia gama de funcionalidades para abordar y resolver
problemas matematicos, incluyendo la optimizacion convexa, podremos visualizar y
analizar la estructura geométrica de los conjuntos y funciones involucrados en el
problema de optimizacion, asi como la relacion entre la funcion objetivo y sus
restricciones.

GeoGebra es un excelente software para abordar los problemas de optimizacion
convexa con un enfoque geométrico, debido a su capacidad para trabajar con
conjuntos y funciones convexas, y sus diversas opciones de visualizacion que son muy
atractivas.

Los resultados se muestran a través de los ejemplos elegidos con esta finalidad, los
cuales se muestran al final de esta presentacion.

Desarrollo

De acuerdo con Boyd, Stephen; Vandenberghe, Lieven. (2004) la optimizaciéon
convexa es una poderosa herramienta matematica que se aplica en diversos campos
como la Ingenieria, Economia, Aprendizaje Automatico, Fisica, Medicina, Investigacion
de Operaciones, etc. Esta metodologia de optimizacion se ocupa de problemas en los

que tanto la funcidn objetivo como las restricciones son convexas.
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En esta presentacion, expondremos los fundamentos de la optimizaciéon convexa y su
importancia en la resolucion de problemas de optimizacion. Se define conjuntos
convexos y funciones convexas. Luego se propone problemas de optimizacion
convexa, que consisten en minimizar una funcién objetivo convexa sujeta a

restricciones que también son convexas,

obteniendo su solucion, graficamente, usando GeoGebra.

No existe un algoritmo general para resolver cualquier problema de optimizacion
convexa. Existen algoritmos muy eficientes, como el descenso de gradiente y los
métodos de puntos interiores para resolver problemas de optimizaciéon convexa. Aqui
mostramos el método grafico para funciones que dependen de dos o tres variables
usando GeoGebra como ya se dijo en la introduccion.

Al finalizar la presentacion, los participantes tendran una vision clara de la optimizacion
convexa. También apreciardn la importancia del aspecto geométrico en la resolucion de

problemas de optimizacion convexa usando GeoGebra.

Conceptos basicos
Con la finalidad de tener el sustento tedrico para nuestro desarrollo usando GeoGebra,

enunciamos los conceptos basicos de optimizacidon convexa.

Conjunto convexo y funcion convexa

Definicion.- Un conjunto C € R" es convexo si y solo si para dos elementos arbitrarios X,
Ye

CyO0<ac<l,

aX+(1-a)YeC.
Esta ultima expresion se denomina combinacion convexa de los puntos X e Y € C, y
representa el segmento cerrado que une dichos puntos, lo cual implica que dicho
segmento esta contenido en C (ver figura 1), en caso contrario, el conjunto se denomina

no convexo (ver figura 2).

Figura 1. Conjunto convexo Figura 2. Conjunto no convexo
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Fuente: Creacion propia.

Asi, por ejemplo, todo segmento de recta es un conjunto convexo. También, la
interseccion de una coleccion arbitraria de conjuntos convexos es un conjunto convexo.
Definicion.- Sea C c R" un conjunto convexo. Una funciéon f: C — R es convexa si
para dos puntos X, Y e Cy 0 <A <1, se cumple

fOAX+F(A-V)Y)SAEX)+(1 -1 TY).
Esto significa que la imagen del segmento

al)=AX+(1-2)Y, 0<A<1

mediante la funcion f, f (a(A)), estd por debajo de la cuerda A £ (X) + (1 — A)
f(Y), 0 <A <1, determinada por los puntos (X, f (X)) y (Y, f(Y)).

Figura 3. Funcién convexa en R? Figura 4. Funcién convexa en R’

28 SR\t

Fuente: Creacion propia

Ejemplo.- La funcion f (x, y) = x> + y?> + 1 definida en el conjunto

convexo C = {(x, y) € R%, x? + y? <4}, es una funcion convexa.

En efecto: consideremos, por ejemplo, los puntos X =(—1,1), Y=(1,1)enCyel
segmento (L) =A X+ (1 -2 Y, 0<A<1, a(r) cC. La curva f (a(()L)) esta por
debajo de la cuerda

BAA) =L (X)+(1-1) £(Y), 0<A <1, como se puede visualizar en la figura 5. Esta

propiedad se cumple para cualquier par de puntos del conjunto C.

Figura 5. Funcion convexa.

Fuente: Creacion propia.




Formulacion matematica de un problema de optimizacion convexa
Sean S un conjunto convexo en R definido por las relaciones g(X) <0, h(X)=0;y

f: S — R una funcion convexa. El problema de optimizacion convexa se expresa en la
forma: optimizar:  f(X), X € S

sujeta a: g(X)<
0, h(X)
=0,
Con la finalidad de tener el soporte tedrico de esta presentacion, mostramos los
resultados que proporcionan condiciones necesarias y suficientes para la existencia de la
solucion del problema, como las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), que es
mas general que el método de los Multiplicadores de Lagrange.
Teorema (Condiciones de KKT). Sea X" una solucién factible del siguiente
problema: minimizar: f (X)
sujetaa: g(X)<0,i=1,2,---m
h(X)=0,j=1,2,---p

donde f, g;, - - -, gm son funciones convexas, continuamente diferenciables sobre R" y
hi, - - -, h, son funciones afines.
Supongamos que existan multiplicadores A, - - - Am >0y Wi, - - - W, € R tales que

VEX) + X aVg(X) + X wVhi (X), =0 ; higi(X7),=0,i= 1,2, - -
m. entonces X" es una solucion 6ptima del problema de

minimizacion.

Dado que nuestro interés es desarrollar el aspecto geométrico usando GeoGebra,
desarrollaremos un procedimiento geométrico (grafico) para hallar la solucion de los

problemas que se plantean en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1. Resuelva el siguiente problema.
maximizar: f(x,y) =% x>+ Vay?
+1 syjetaa: -2x-y<= -2,
Xy <=4,
x+2y <=12,
Xty <=3,
x>=0, y>=0;
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Solucién.- Recurriendo a alguno de los algoritmos algebraicos se obtiene el valor
optimo (6.667, 2.667)=13.889, valor que obtendremos usando la solucion grafica
mediante GeoGebra. Como se puede ver en la figura 6. Aqui se observan las curvas de
nivel de color rojo (en el plano XY) cuyo punto de tangencia con la restriccion (punto

C) origina la solucion del problema en cuestion.

Figura 6. Restriccion y curva de nivel Figura 7. Grafica de la funcion objetivo

Fuente: Creacion propia

Ver la solucion con GeoGebra.

Ejemplo 2. Hallar la distancia del punto P(3,3,3) a la region x> +y? -z <0.
Solucién.- El problema se puede plantear como un problema de optimizacién convexa,
considerando el cuadrado de la funcidn distancia f(x, y, z)= (x-3)* + (y-3)? +(z-3)?
Es decir:

minimizar:  f(x,y, z) =(x-3)* + (y-3)* +(z-

3) sujetaa: x>+y?-z<0
cuya solucion es f(1.3445,1.3445,3.6156)= 5.8600, la cual la encontraremos,
graficamente, usando GeoGebra. Como se ve en la figura 8. En este caso solamente se
visualiza la restriccion y las superficies de nivel (esferas) siendo el punto de tangencia
la solucion del problema (punto de color azul dentro del paraboloide). La grdfica de la

funcion objetivo esta en R,
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Figura 8

Fuente: Creacion propia

Ver la solucion con GeoGebra.
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Resumen

El presente estudio se fundamenta en una investigacion que busca facilitar la
comprension de la Geometria del Espacio a través de la coordinacion de diferentes
representaciones de un mismo concepto matematico. Para lograr este objetivo, se han
diseniado, implementado y evaluado secuencias didacticas utilizando el software
dinamico GeoGebra. Durante el proceso, se ha realizado un analisis exhaustivo de los
registros verbales, simbolicos y graficos utilizados en la ensefianza de los temas de Plano
y Recta en el Espacio, asi como Superficies Cuddricas en el marco del curso de Algebra
Lineal y Geometria Analitica en la Universidad Nacional del Chaco Austral (UNCAUS),
Argentina. Los resultados mostraron que hubo mejoras significativas en los ejercicios
que requerian la conversion de representaciones simbolicas a graficas y de simbdlicas a
verbales, y de grdficas a verbales. Ademds, se observaron mejores resultados en los
ejercicios que involucraban el tratamiento simbolico en general. Sin embargo, no se
encontraron diferencias significativas en el resto de las actividades.

Introducciodn

Esta investigacion se centra en abordar las actividades de ensefianza y aprendizaje de los
estudiantes de primer afio de las carreras de Ingenieria en la Universidad Nacional del
Chaco Austral (UNCAUS), con el enfoque principal en Geometria Analitica en el

Espacio.

La comprension y divulgacion de este tema se ven obstaculizadas por la dificultad de
visualizar correctamente los graficos en el espacio, lo cual requiere habilidades de
abstraccion. Con el fin de facilitar el desarrollo del pensamiento espacial, se propone la
incorporacion de diversas metodologias de ensenanza que fomentan el aprendizaje. En
este sentido, la teoria de registros de representacion semiotica desarrollada por Raymond

Duval (Duval R. , 1993) se presenta como un marco adecuado para esta investigacion.
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El autor destaca la importancia de la conversion entre diferentes formas de representacion

en la formacion de conceptos matematicos, sefialando que es esencial poder utilizar varios

egistros de representacion semidtica (figuras, graficas, simbolicas, lenguaje natural, etc.)

durante una misma tarea, seleccionando el registro mas apropiado en cada caso.

Sin embargo, el manejo de diferentes sistemas de representacion y la conversion entre
ellos no es suficiente para lograr una comprension integral. Es necesario establecer una

coordinacion efectiva entre los diferentes registros de representacion.

En la busqueda de nuevas metodologias, la inclusion de tecnologias desempena un papel
crucial, ya que permiten desarrollar actividades que involucran multiples sistemas de
representacion. Por esta razon, se ha decidido integrar el uso del software de Geometria
Dinamica GeoGebra. Esta es una herramienta gratuita con una sencilla interfaz que no
requiere un amplio conocimiento previo, y permite visualizar graficos en 3D,

coordinando los diferentes registros de representacion.

Planteamiento del problema

Al analizar las representaciones utilizadas durante la ensefianza de Algebra Lineal y
Geometria Analitica en las carreras de Ingenieria Quimica, Ingenieria en Alimentos,
Ingenieria Industrial e Ingenieria en Sistemas de Informacion, se observa que la
metodologia utilizada relega variantes entre los diferentes registros de representacion.
Esto significa que se descuida la importancia de la conversion de representaciones en la
formacion de conceptos matematicos, lo que representa un obstaculo en el proceso de

aprendizaje de estos objetos.

Dadas las circunstancias contextuales expuestas, este trabajo plantea el siguiente
problema de investigacion: la falta de coordinacion entre los diversos sistemas de
representacion dificulta que los estudiantes de las carreras de Ingenieria desarrollen el
pensamiento espacial y logren una comprension conceptual adecuada de los conceptos

relacionados con planos, rectas en el espacio y superficies cuadricas.
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Actividades cognitivas para lograr la aprehension
conceptual

En su trabajo (Duval, R., 2004), afirma que un sistema semi6tico de representacion debe
permitir tres actividades cognitivas fundamentales para lograr la comprension conceptual

de un concepto matematico.

Formacion de una representacion identificable como un registro dado: Para lograr la
formacion de una representacion identificable, se realiza una seleccion de caracteristicas
y datos del contenido que se va a representar. Esta seleccion depende de las unidades y
reglas propias del registro semidtico en el que se crea la representacion. Esta formacion
respeta las reglas del registro, lo que garantiza en primer lugar la identificacion y
reconocimiento de la representacion y, en segundo lugar, su utilidad para los pardmetros

especificos.

Tratamiento de la representacion: El tratamiento se refiere a las transformaciones
realizadas dentro del mismo registro en el que se formo la representacion. Es una
transformacion interna dentro de un registro especifico. Segiin Duval, existen reglas de
tratamientos particulares para cada registro, y su naturaleza y numero varian

significativamente entre diferentes registros.

Conversion de la representacion: La conversion implica una transformacion externa al
registro inicial, conservando total o parcialmente el contenido de la representacion
original. Esta actividad implica la creacion de una representacion en un registro diferente

al de la representacion inicial.

Esta actividad de conversion es la menos natural de los tres y suele ser la mas dificil de
adquirir para la mayoria de los estudiantes. El cambio de registro en si mismo puede
presentar obstaculos, independientemente de la complejidad del campo conceptual en el
que se trabaje. Ademas, la falta de coordinacion entre los diferentes registros de

representacion a menudo genera dificultades en el aprendizaje conceptual.

Representacionesy Tecnologia

Las representaciones tradicionales en matematicas han sido complementadas y
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enriquecidas con los Sistemas de Geometria Dindmica (SGD), los cuales eliminan su
caracter estatico al permitir representaciones ejecutables en las que se puede interactuar

directamente.

En la actualidad, existen numerosos softwares que permiten el tratamiento dinamico de
objetos matematicos, siendo uno de ellos GeoGebra (Hohenwarter, 2022). Con la
manipulacion de un entorno dinamico como este, se busca ayudar al estudiante a ampliar
su experiencia y permitir la coordinacion de diferentes registros de representacion. A
través de este software, es posible discernir unidades significantes de representacion, lo
que facilita la comprension de un campo de posibles variaciones relacionadas con uno o
varios registros. Esto es dificil de lograr sin la mediacién de este tipo de software. La
multiplicidad de vistas en GeoGebra permite apreciar los objetos matematicos desde
diferentes perspectivas, y cada representacion se vincula dindmicamente con los demas,
adaptandose automaticamente a los cambios realizados en cualquiera de ellas,

independientemente en cual fuera creada originalmente.

Metodologia

El objetivo principal de este estudio es contribuir a la comprension conceptual de la
Geometria del Espacio en estudiantes de primer afio de las carreras de la UNCAUS, a
través de la coordinacion de diferentes registros de representacion de un mismo objeto
matematico. Esto se logrard mediante el disefo, la implementacion y la evaluacion de
secuencias didacticas utilizando el software dinamico GeoGebra. Ademas, se

fundamentan los siguientes objetivos especificos:

- Establecer los fundamentos tedricos y didacticos necesarios para el estudio de la
Geometria del Espacio, considerando la coordinacion entre los diferentes registros
de representacion. Estos fundamentos servirdn como base para desarrollar un

disefio de secuencias didacticas que integren el uso de GeoGebra.

- Aplicar situaciones didacticas que estimulen la actividad cognitiva relacionada
con la coordinacion entre los diferentes registros de representacion. Estas
situaciones permitirdn a los estudiantes participar activamente en el proceso de
aprendizaje, fomentar la comprension y aplicacion de la Geometria del Espacio.
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- Analizar y evaluar si los estudiantes son capaces de reconocer el objeto de estudio

en diferentes registros de representacion, asi como su habilidad para realizar la

conversion entre ellos. Esto se llevara a cabo mediante el andlisis del rendimiento

académico de los estudiantes, utilizando GeoGebra como herramienta de apoyo.
En el ambito de la Geometria Analitica del Espacio, se emplean diferentes registros de
representacion para describir los objetos matematicos. Estos registros incluyen el verbal,
simbolico y grafico. Para ilustrar las posibles relaciones entre estos registros en el tema
que estamos abordando, presentamos una adaptacion de lo propuesto por (Font, 2001). El
cuadro 1 muestra las interacciones entre los registros de representacion que seran

utilizados en nuestro estudio.

Hacia Situacion, Descripcion Expresion analitica Gréfica
Desde Verbal
Situacion, Descripcion Distintas descripciones Modelo Boceto
Verbal
Interpretacion de la Transformaciones de la Representacion grafica
Expresion analitica formula (interpretacion de formula
pardmetros)
Gréfica Interpretacion de la Ajuste grafico Variaciones de escala,
grafica unidades, origen, etc.

Cuadro 1. Adaptacion de las posibles relaciones entre los registros de representacion propuesto por Font.

Segln estas relaciones, se puede establecer una analogia entre los tratamientos propuestos
por Duval cuando se relacionan los mismos registros, y las conversiones cuando las

relaciones se dan entre diferentes registros.

En este proyecto, se plantea la siguiente hipdtesis: La implementacion de secuencias
didacticas y el uso del software dindmico GeoGebra en la enseianza de Geometria del
Espacio contribuird a mejorar la comprension conceptual de los alumnos de primer afio
en las carreras de Ingenieria de la UNCAUS, a través de la coordinacion entre diferentes

registros de representacion de un mismo objeto matematico.

Para comenzar, se realiz6 un andlisis de los registros empleados en los temas de Plano y
Recta en el Espacio y Superficies Cuadricas en las guias de trabajos practicos de Algebra
Lineal y Geometria Analitica de las carreras de Ingenieria de la UNCAUS. A partir de
este analisis, se elabord una secuencia didactica en la cual se incorporaron actividades
que abarcan tanto el tratamiento como la conversion en los registros que presentaban

deficiencias.
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Se seleccion6 como variable independiente el uso del software GeoGebra y las secuencias
didacticas, mientras que la variable dependiente es la aprehension conceptual. Se
conceptualiza el software GeoGebra como un programa dindmico para el aprendizaje y
ensefianza de las Matematicas, que combina elementos de Geometria, Algebra, Analisis
y Estadistica. Las secuencias didacticas se definen como un conjunto de actividades
ordenadas, estructuradas y articuladas disefiadas para lograr objetivos educativos
especificos. Por ultimo, la aprehension conceptual se define como la actividad cognitiva

relacionada con la coordinacién entre los diferentes registros de representacion.

La poblacion seleccionada para este estudio consistio en estudiantes de primer afio del
segundo cuatrimestre que tomaron el curso de Algebra Lineal y Geometria Analitica en
las carreras de Ingenieria de la UNCAUS y que aprobaron el segundo parcial. Se formaron
dos grupos: el grupo control, compuesto por 13 alumnos, y el grupo experimental,

compuesto por 12 alumnos.

Una vez finalizado el periodo experimental, ambos grupos fueron sometidos a una
medicion de la variable dependiente en estudio. En este disefio, la diferencia tunica entre

los grupos radicaba en la presencia o ausencia de la variable independiente.

Resultados y conclusiones

Se procedi6 al analisis de los datos recopilados en la tercera evaluacion, en la cual se
evaluaron los temas de Plano y Recta en el Espacio y Superficies Cuédricas. Estos
resultados fueron comparados con los obtenidos en la evaluacion realizada en el afio
anterior, teniendo en cuenta las categorias comunes relacionadas con la actividad

cognitiva vinculada a la coordinacion entre los diferentes registros de representacion.

En la secuencia didactica Plano y Recta en el Espacio, se encontré que los estudiantes
tuvieron un mejor desempeilo en ejercicios que requerian la conversion desde
representaciones simbolicas a graficas y de lo simbdlico a lo verbal. Esto sugiere que los
estudiantes tienen una mayor comprension y habilidad para traducir simbolos

matematicos en representaciones graficas y en lenguaje verbal.
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Por otro lado, en la secuencia didactica Superficies Cuadricas, se encontraron mejores
resultados en ejercicios que implicaban la conversion desde representaciones graficas a
verbales. Esto indica que los estudiantes tienen una mayor habilidad para interpretar y
describir verbalmente las caracteristicas de las superficies cuddricas a partir de su

representacion grafica.

Sin embargo, no se observaron diferencias significativas en cuanto a la aprehension

conceptual en el resto de las actividades comunes analizadas.

Por lo tanto, el trabajo focalizado en la coordinacion entre los diferentes registros de
representacion, a través de las secuencias didacticas planificadas, ha mostrado efectos
positivos en la mejora de los resultados en ciertos tipos de ejercicios y en el tratamiento
simbolico. Sin embargo, no se evidencia un impacto significativo en la aprehension
conceptual en general, lo que podria sugerir la necesidad de explorar otras estrategias o

enfoques adicionales para fortalecer la comprension global de los conceptos estudiados.
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Resumen

La educacion matematica ha experimentado beneficios notables gracias a las tecnologias y
particularmente en matemdtica por medio del uso del software GeoGebra, siendo una
herramienta fundamental que fortalece el aprendizaje en dreas como geometria. En
Jiménez et al., (2017), destaca la integracion de Tecnologias de la Informacion y
Comunicacion (TIC) en la ensefianza de la matemdtica cultivando habilidades esenciales
para la comprension de conceptos y la resolucion de problemas cotidianos.

Al diseriar tres situaciones diddcticas referidas a la ensefianza de transformaciones
isométricas utilizando GeoGebra y al ser una herramienta complementaria a las lecciones
tradicionales, permite a los estudiantes experimentar situaciones de aprendizaje de forma
mads visual e interactiva, aportando a una mayor comprension de la geometria, en sintonia
a los nuevos desafios en educacion. Sin embargo, no todos los establecimientos educativos
cuentan con la posibilidad de tener acceso a internet y de poseer algun dispositivo
tecnologico, por tanto, en la propuesta diddctica también se utilizan fichas diddcticas que
permite la simulacion del GeoGebra en transformaciones isométricas.

Introduccion

Es innegable que la tecnologia ha aportado significativamente al avance de la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas, especialmente en geometria, gracias a software como
GeoGebra. Segun Jiménez et al., (2017), el uso de las Tecnologias de la Informacion y
Comunicacion (TIC) en la ensefianza de las matematicas facilita el desarrollo de
habilidades cruciales para comprender conceptos utiles tanto en el aprendizaje matematico
como en la resolucion de problemas cotidianos. La planificacion de las clases con el uso
del GeoGebra implica el desarrollo de habilidades que no estan consideradas en una clase
sin GeoGebra. Arce et al., (2015) el software educativo GeoGebra ofrece tres razones
fundamentales que promueven un trabajo colaborativo con esta plataforma. En primer
lugar, destaca su gratuidad, lo que permite un acceso mas amplio y equitativo para los
usuarios. En segundo lugar, se aprecia la sencillez del entorno y la facilidad de manejo, lo
que facilita su utilizacion tanto para docentes como para estudiantes. Por ultimo, cabe
resaltar la constante evolucion de su potencial, ya que incorpora de manera progresiva mas
opciones y posibilidades, manteniendo a la vanguardia el &mbito educativo.
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La incorporacion del uso de GeoGebra en las planificaciones educativas se justifica por
su versatilidad en el trabajo pedagdgico. Los docentes tienen la opcidon de trabajar de
diferentes formas: ya sea modificando trabajos previamente creados o creando nuevos
desde cero. La mas adecuada es actividades desde cero, ya que esto les permite ensefar
a los estudiantes como utilizar el programa educativo de manera mas efectiva, lo que a
su vez les capacita para aplicarlo a situaciones reales que haria con GeoGebra, pero de
forma tangible o activada.

Planificaciones

En las planificaciones, se detalla de manera concreta como se establece un vinculo entre
el trabajo en clases y la representacion de cada movimiento isométrico utilizando a los
mismos estudiantes. Este enfoque tiene como objetivo principal trabajar posteriormente
con el software GeoGebra. De esta forma, se busca facilitar el aprendizaje de conceptos
geométricos y promover una comprension mas efectiva de las transformaciones
isométricas mediante una metodologia que integra la préctica en el aula y el uso de
herramientas tecnoldgicas. El objetivo de aprendizaje abordado en las tres
planificaciones es el siguiente: “OA 18: Demostrar que comprenden el concepto de
congruencia, usando la traslacion, la reflexion y la rotacion en cuadriculas y mediante
software geométrico” (MINEDUC, 2012, p. 91).

A continuacién, se presentan las tres planificaciones, cada una con una breve
descripcion. En todas ellas, se inicia el trabajo con los estudiantes para luego utilizar el

software geométrico GeoGebra como herramienta de apoyo.

Imagen 1

Objetivo de la clase: Realizar el iento de traslacion de una figura g ica dentro | LOS observan una proyeccién en la que se muestran traslaciones de diversos
del primer cuadrante del plano cartesiano, demostrando Interés por el objetos. El objetiva es que reconozcan que independientemente del tipo de traslacion los
Conceptos mateméticos involucrados en 1o unidad: Los y 1as estudia an 105 | objetos mantienen su forma, tanto en angulos como en lados

distintos movimientos de la Isometria (traslacion, reflexion y r primer
cuadrante del plano cartesiano donde se trabajan 105 NUMEros natt

(o]

Inicio: Se saludara a los y las estudiantes, luego se presentard el objetivo de la clase. (¢}

A modo de activacion se presenta a los estudiantes una imagen que ha sido trasladada de
Izquierda a derecha, (Imagen gif) y se pregunta équé observaron en el gif? . e o foet .

Los estudiantes explican el tipo de movimiento que se ha realizado y sus observaciones
Situacion 2:

Se proyecta un plano cartesiano en GeoGebra con una imagen en la que se debe identificar

et su posicidn, se espera que los estudiantes la encuentren a partir de coordenadas absolutas.
Respuesta esperadas la imagen se movio.

¢Qué tipo de movimiento realizo el gif?
Respuesta esperada: se movié a la derecha.

£6l gif cambio de forma?
Respuesta esperada: no.
Siempre que algo se mueve no cambia su forma?

Respuesta esperada: no. o L | fe » y
Continuara la actividad con 1 o 2 ejemplos de traslacién representade en una figura

geométrica que crearan en GeoGebra, para posteriormente anotarlos en sus cuadernos.
Se trabajard el movimiento isométrico con un ejercicio dentro de 2 plataforma guiada por

sitiacion1:

Se invita a los estudiantes a una actividad para comprobar.

Se invita dos estudiantes a pasar adelante para demostrar la hipotesis.

Nifio A le pide al nifio B que avance 10 pasos a su derecha. Posteriormente se pregunta al | |3 docente, para luego realizar algunos ejercicios en el texto de estudio

curso, ¢El nifio B esta en el mismo lugar? ¢l nifio B cambio de forma?

La profesora propone a los estudiantes que busquen otro ejemplo un tiempo d:

de 3 min.

Respuesta esperada: Los y las estudiantes podrian decir que el ir a sus hogares es un

movimiento de traslacion, ya que se estén moviendo. También el mover a silla de lugar es

un movimiento de traslacién porque la traslado a otro lugar. mismos.
(20 min.) . (60 min)

¢ Que las figuras trasladadas quedan igual a la figura inicial
& Que no sepan seguir las instrucciones del texto e intenten hacerlo por ellos

Cierre:
Se recordara el objetivo de la clase y lo trabajado en clases con preguntas como éQué
aprendimos de la traslacién en el plano cartesiano? éilLa figura geomeétrica al ser trasladada
pierde su forma original?
Situacién 3:
Se les estregara a los estudiantes por fila coordenadas de una figura geométrica con las
cuales deberan hacer el movimiento de traslacion en la plataforma GeoGebra.
Respuestas esperadas: Ser capaces de seguir los pasos ensefiados correctamente.

(20 min)

Recursos: Sala de computacion, diapositiva, computador, data, plataforma GeoGebra clasico y texto del estudiante.
Otros recursos: Anexo paso 3 paso de uso GeoGebra para el/la docente.

La primera imagen muestra la planificacion n°l sobre el movimiento de traslacion. En
ella, se presenta una serie de situaciones que se trabajan con los estudiantes antes de
utilizar el software GeoGebra, con la expectativa de que apliquen lo aprendido
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Imagen 2

Desarroll
Los estudiantes observan una proyeccin en la que se muestran traslaciones de
diversos objetos. El objetivo es que reconozcan que independientemente del tipo de

ivo de la clase: Realizar el movimiento de reflexion de una figura geométrica
dentro del primer cuadrante del plano cartesiano, demostrando interés por el

aprendizaje. traslacién los objetos mantienen su forma, tanto en dngulos como en lados.
Conceptos matematicos involucrados en la unidad: Los y las estudiantes realizaran %

los distint i de laisometria én, reflexién y rotacién) en el primer J\»

cuadrante del plano cartesiano donde se trabajan los nimeros naturales. “ , D>

Se saludard a los y las estudiantes, luego se presentars el objetivo de la clase. —
A modo de activacién se presenta a los estudiantes una imagen que, es la reflexién
de una figura o imagen, y se pregunta ¢Qué observaron en las imagenes?

e

Los estudiantes explican el tipo de movimiento que se ha ve en las imégenes y sus
observaciones.

Situacién 2:

Se proyecta un plano cartesiano en GeoGebra con una imagen en la que se debe
identificar su posicién, se espera que los estudiantes la encuentren 2 partir de
coordenadas absolutas.

Respuesta esperada: la montafia se refleja en el agua. En |2 segunda imagen una estd A=(.8)

al reves. 5 ;
8=(23)

¢Qué tipo de movimiento sera? , o 7] Ao

Respuesta esperada: De reflejo. €=0.3 7% b k :

¢Cambia de forma? D=(7.5)

Respuesta esperada: No, solo de posicién. i s )
Continuara la actividad con 1 0 2 ejemplos més de reflejo representado en imagenes

y de una figura geométrica en el plano cartesiano en GeoGebra, para posteriormente
anotarlos en sus cuadernos. Se trabajard el movimiento isométrico con un a dos
ejercicios dentro de la plataforma guiada por la docente, para luego realizar algunos
ejercicios en el texto de estudio.

Se invita a los estudiantes a una actividad para comprobar.

Se invita dos estudiantes a pasar adelante para demostrar Ia hipStesis.

Se llama a dos nifios, nifio/a A y nifio/a B, se le pide al nifio/a A que se ponga frente a

un espejo que llevo Ia profesora, y le pide que realice una pose frente al espejo, luego

se le pide al nifio/a B que verifique si el nifio/a A cambid su forma en el espejo (en

relacién con la pose que realiza frente al espejo). Posteriormente se preguntaal curso,

¢El nifio/a A cambio de forma al estar frente a un espejo?

La profesora propone a los estudiantes que busquen otro ejemplo otorgando un

tiempo de 3 min. Situacién 3:

Respuesta esperada: Los y las estudiantes podrian decir que al estar frente a los | se les estregara a los estudiantes por fila coordenadas de una figura geométrica con

monitores de los computadores es como estar frente a un espejo. También al estar | |as cuales deberan hacer el movimiento de reflexién en la plataforma GeoGebra.

un compafiero frente a otro haciendo el efecto espejo. Respuestas esperadas: Ser capaces de seguir los pasos ensefiados correctamente.
(20 min.) (20 min)

Recursos: Sala de computacién, diapositiva, computador, data, plataforma GeoGebra clasico y texto del estudiante.

Otros Anexo paso a paso de uso GeoGebra para el/la docente.

(60 min)

Cierre:

Se recordaré el objetivo de la clase y lo trabajado en clases con preguntas como ¢Qué
aprendimos de la reflexion en el plano cartesiano? éLa figura geométrica al ser
reflejada pierde su forma original?

En la segunda imagen se muestra la planificacién n°2 sobre el movimiento de reflexion.
En este caso, se presentan diversas situaciones que se abordaron con los estudiantes
antes de utilizar el software GeoGebra, con el proposito de que pongan en practica lo
aprendido.

Imagen 3

Desarrollo:
Los estudiantes observan una proyeccion en la que se muestra la rotacién de una figura
étrica. El objetivo es que reconozcan que independientemente del tipo de rotacin
mantiene su forma, tanto en éngulos como en lados.

Obijetivo de la clase: Realizar el movimiento de rotacién de una figura dentro
del primer cuadrante del plano cartesiano, interés por el aprendizaje.
Conceptos matematicos involucrados en la unidad: Los y las estudiantes realizaran los
distintos movimientos de la isometria (traslacion, reflexion y rotacién) en el primer
cuadrante del plano cartesiano donde se trabajan los nimeros naturales.

la figura

: Se saludara a los y las estudiantes, luego se presentara el objetivo de la clase.

Amodo de activacién se presenta a los estudiantes dos imagenes que son la rotacion de

una figura geométrica, y se pregunta ¢Qué observan en las imagenes? ) il ) o s .
Los estudiantes explican el tipo de movimiento que se ha ve en las imagenes y sus

observaciones.

Situacién 2:

Se proyecta un plano cartesiano en GeoGebra con una imagen en la que se debe
identificar su posicién, se espera que los estudiantes la encuentren a partir de
coordenadas absolutas.

Respuesta esperada: la primera imagen esta junto a la figura
estd lejos de Ia figura inicial.

cial. La segunda imagen

£Qué tipo de movimiento serd? IR A o
Respuesta esperada: De rotacién. / La figura gird.

éCambia de forma?
Respuesta esperada: No, solo de posicion. o
acioni: Continuard la actividad con 1 o 2 ejemplos de rotacién representado en una figura

Seinvita a los estudiantes a una actividad para comprobar. geométrica en el plano cartesiano en GeoGebra, para posteriormente anotarlos en sus
Se invita dos estudiantes a pasar adelante para demostrar fa hipétesis. cuadernos. Se trabajara el movimiento isométrico con un a dos ejercicios dentro de la
Se llama a dos nifios, nifio/a Ay nifio/a B, se le pide al nific/a B que se ponga detras del plataforma guiada por la docente, para luego realizar algunos ejercicios en el texto de
nifio/a A haciendo la forma de a letra “T" estudio.

60 mi
e T Cierre:

Se recordars el objetivo de la clase y lo trabajado en clases con preguntas como ¢Qué
aprendimos de la rotacién en el plano cartesiano? éLa figura geométrica al ser rotada
pierde su forma original?

Situa

Luego se le pide al nifio/a B que rote 902 sin despegarse de la mano izquierda del nifio/a || 2huadons: i L
Se les estregara a los estudiantes por fila coordenadas de una figura geométrica con las

A. Posteriormente se pregunta al curso, ¢El nifio/a & cambio de forma al realizar el ! nte: €  un fica
o vimiento de rotacién? cuales deberdn hacer el movimiento de rotacién en el vértice y fuera del vértice en la

La profesora propone a los estudiantes que busquen otro ejemplo otorgando un tiempo || Pltaforma GeoGebra.
de 3 min. Respuestas esperadas: Ser capaces de seguir los pasos ensefiados correctamente.

Respuesta esperada: Los y las estudiantes podrian decir que al rotar dos celulares del (20 min)
mismo tamafio.
(20 min.)

Recursos: Sala de computacion, diapositiva, computador, data, plataforma GeoGebra clasico y texto del estudiante.
Otros recursos: Anexo paso a paso de uso GeoGebra para el/la docente.

La tercera imagen presenta la planificacion n°3 sobre el movimiento de rotacion. En
estas instancias, se muestran diferentes situaciones que se trabajan con los estudiantes
antes de usar el software GeoGebra, buscando que apliquen los conceptos aprendidos.
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La idea de la planificacion paralela surgid a partir de la reflexion de profesoras en
formacioén que se encontraron con situaciones en colegios donde no se tenia acceso a
GeoGebra. Ante esta limitacion, se propone el desarrollo de clases que limitan los
movimientos isométricos utilizando tanto GeoGebra como materiales fisicos. De esta
manera, se busca asegurar que los estudiantes obtengan una comprension completa del
tema, independientemente de los recursos tecnologicos disponibles en su entorno
educativo.

Una estrategia eficaz es simular el uso de GeoGebra cuando no se tiene acceso a la
aplicacion. En lugar de ello, los estudiantes pueden aprender como se utiliza la
aplicacion y luego se les puede desafiar a pensar como recrear las funcionalidades de
GeoGebra para trabajar con los tres movimientos isométricos.

Una solucidn seria crear un plano cartesiano en papel plastificado, limitado al primer
cuadrante, adecuado para estudiantes de 5° grado. Los materiales necesarios podrian
incluir un plano cartesiano de 30 x 30 cm (o del tamafio que prefiera el docente),
plastificado, rotuladores de pizarra de diferentes colores y figuras geométricas de varios
tamafios (si el docente lo considera apropiado).
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Resumen

En la formacion del profesorado, pocas veces se pone el foco en la gestion emocional
de los conflictos en el aula. La incorporacion de nuevas metodologias, sobre todo con
el GG, generan espacios de inseguridad que a menudo desembocan en un conflicto en
el aula que el docente no sabe gestionar y resuelve retrocediendo a metodologias
tradicionales. En este articulo veremos ejemplos contrastados de gestion emocional de
conflictos en la incorporacion de propuestas innovadoras con GG en el aula y de como
resolverlos con éxito.

Introduccion

La incorporacion de los programas de geometria dindmica (GeoGebra) en los programas
de formacion del profesorado y su inclusion explicita en los curriculums educativos no
terminan de impactar en las aulas. Analizar los motivos y encontrar soluciones es una
necesidad de los programas de formacion del profesorado. Monereo, C (2010, p 150) lo
constata claramente:
La transposicion de lo aprendido a las aulas a través de innovaciones
metodologicas para mejorar el clima educativo y el aprendizaje de los
alumnos continua siendo una asignatura pendiente
Una de las actuaciones a realizar en la formacion del profesorado es analizar el
fenomeno del “incidente critico” en el aula y dotar de estrategias de gestion de los
conflictos en el aula, J. M. Esteve (2004, p. 3) pone en relieve la ausencia de este tipo de
analisis en las formaciones del profesorado:
[...] si revisamos los programas de formacion de profesores resulta
dificil encontrar una formacion especifica para ensefiar a nuestros
futuros profesores a enfrentar los conflictos habituales de nuestras
aulas, para enseniarles a desarrollar destrezas sociales con las que

mantener una mejor relacion con sus alumnos, para ensefiarles a
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organizar a un grupo de alumnos con distintos niveles de forma que
consigan un trabajo mas productivo. [...]
La incorporacion de determinadas innovaciones didacticas (en este caso el GeoGebra)
pueden generar un incidente critico en el aula por distintos factores: la inseguridad en el
dominio de la tecnologia por parte del docente, la percepcion subjetiva de que los
alumnos no aprenden (o no lo suficiente), la dificultad de evaluar los aprendizajes del

alumnado y como consecuencia el posible rechazo de los estudiantes.

Fundamentos de una buena formacion del profesorado

Estamos en una época en la que el profesorado se enfrenta a enormes presiones, por una
parte las constantes renovaciones legislativas, dando tumbos en enfoques contrapuestos
fruto de la excesiva politizacion de la ensefianza, este factor se ve agravado por las
presiones recibidas para lograr unos resultados dptimos en las pruebas diagnoésticas, la
incorporacion de avances tecnologicos y, por si eso fuera poco, la necesidad inexcusable
de trabajar en grupos heterogéneos. Los formadores y formadoras del profesorado nos
enfrentamos al complejo reto de ofrecer soluciones verosimiles a una encrucijada
aparentemente irresoluble.

Para lograr una formacion eficaz que genere resultados positivos en el aula resulta
necesario incidir en tres aspectos fundamentales:

e Ofrecer una fundamentacion teorica solida a todas las afirmaciones que se
hagan, evitando poner el foco en opiniones personales, prejuicios o datos
infundados.

e FEjemplificar con evidencias de aula solidas, contrastadas y verosimiles que
apacigiien los posibles rechazos basados en ideas preconcebidas.

e Tratar con especial esmero la gestion emocional del docente.

El caso particular que en este congreso nos ocupa, la incorporacion del GeoGebra en el
aula, requiere afiadir nuevos aspectos de suma importancia:

e No poner el foco en el dominio del programa, evitando expresiones del tipo
“esto es muy facil” que no alivian la inseguridad de los asistentes sind que la
agravan.

e Poner en valor que el objetivo fundamental de la incorporacion del GeoGebra en
el aula no es lograr que los estudiantes lo dominen, sin6 que adquieran un

aprendizaje competencial de las matematicas, es decir que sean capaces de
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movilizar saberes matematicos, para lograr resolver retos creativos. Desde esta
perspectiva el GeoGebra es una herramienta mdas, cuya importancia esta,
justamente en su enorme potencial a la hora de flexibilizar los retos entre

alumnos de todas las capacidades..

El conflicto. Causas

Siguiendo los aspectos expuestos sobre una buena formacién, vamos a introducir un
ejemplo concreto, con evidencias, para ejemplificar posibles conflictos que puede
encontrar el docente con la incorporacion de innovaciones metodologicas en el aula, asi
como su gestion emocional. Planteamos el conflicto a partir de una situacion ficticia
basada en hechos reales.

Javier (nombre ficticio) es un profesor de matematicas, que propuso a un grupo de
estudiantes de segundo de bachillerato (17 afios) la realizacién de un reto consistente en
disefiar, de manera libre y creativa, una ficha de ajedrez a partir del perfil de una
funcion definida a trozos continua y, al menos en un punto, derivable. Javier mostro este

ejemplo de un peodn.

Es importante constatar que, para la realizacion de este reto el alumnado de Javier tuvo
que movilizar saberes complejos como sén funciones, continuidad, derivabilidad,
funciones definidas a trozos, conicas, rectas, segmentos, y otros aspectos de la
geometria, con el objetivo de lograr un aprendizaje competencial: Conjeturar, predecir,
contextualizar, comunicar, representar, autorregulacion, compartir, etc. Por lo que
respecta al dominio del GeoGebra Javier introdujo tres conocimientos:

e Introducir funciones

e Funciones definidas a trozos: Si(a<x<b, f(x))

e Visualizar curvas en vertical: Curva((f(t),0,t),t,a,b)

e Superficies de revolucion verticales: Superficie (c, 2pi, EjeZ)
Si bien se evita, en el seno de la formacion del profesorado, hacer comentarios sobre si

las anteriores instrucciones son o no faciles, si se intenta minimizar la complejidad del
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dominio del programa, ofreciendo pequefios ejemplos resueltos que ayudan a un
docente con inseguridad.

Otro aspecto muy destacable de esta actividad es el hecho de tener un buen tratamiento
de la diversidad, ya que al ser libre y creativa da pie a acoger a estudiantes de todas las
capacidades.

Javier expuso esta actividad a sus estudiantes con enorme entusiasmo, convencido que
les resultaria atractiva, pero, al mismo tiempo, Javier temia que se hiciera realidad ese
mantra que dice que “con este tipo de actividades los alumnos no aprenden nada”.

La primera impresion que obtuvo Javier del trabajo de sus estudiantes fué muy positiva,
ellas y ellos se enfrascaron en propuestas altamente complejas que superaban sus
propias expectativas:

Por ejemplo, uno de sus alumnos llamado William presento la siguiente reina:

En un principio a Javier le parecié una propuesta excelente, pero, de hecho, no habia
intercambiado de antemano unos buenos criterios de evaluacién con su alumnado, ni
tampoco habia previsto una estratégia eficaz para potenciar el aprendizaje de la
matematica. Su sospecha de que “no habian aprendido nada” continuaba angustiandole.
Para comprobar el aprendizaje de William. Javier abrio el GG de la reina e investigo,

comprobando que su sospecha era acertada

William, de hecho, habia estado jugando con el GG y logré disefiar una reina de una
apariencia extraordinaria a base de ensayo y error. Probablemente habia movilizado
algunos conocimientos sobre funciones elementales pero de ningiin modo era capaz de
aplicar la idea de continuidad y derivabilidad en un contexto, por tanto su aprendizaje

competencial con estos saberes en un contexto real, era claramente insuficiente. La
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reaccion de Javier fué la de suspender la actividad de William y de casi todos sus
compafieros generando una situacion de conflicto grave en el aula. El alumnado se
quejo a la direccion del centro e incluso hubo quejas de madres y padres. El alumnado
exigia “clases normales”.

El conflicto generd en Javier un estado de frustracion incrementando la su inseguridad
en la incorporacién de innovaciones metodologicas, culpaba a los estudiantes de no
seguir las normas, sin darse cuenta que, de facto, las normas no habian estado bien
predefinidas. La reaccion de Javier fué recuperar su espacio de confort retrocediendo a

metodologias tradicionales: clase magistral y examen trimestral.

Gestion del conflicto

La gestion del conflicto en el aula es un aspecto que debe tratarse con suma delicadeza
en las sesiones de formacion del profesorado. El aprendizaje del error no es unicamente
una competencia del estudiante, lo es de todo ser humano, y muy concretamente del
docente.

En el seno de una sesion de formacion del profesorado resulta fundamental exponer
situaciones como las de Javier y establecer un debate de cémo actuar, generando
protocolos aplicables a nuevas situaciones en las que se puedan encontrar los docentes
en su actividad profesional.

El primer aspecto emocional que debe quedar claro es que el error es un proceso natural
del aprendizaje continuado del docente, y como tal, no es malo, sind todo lo contrario.
El error es un elemento intrinseco de la innovacidén, para avanzar siempre hay que
revisar, analizar, evaluar, y mejorar, y es aqui donde cobra sentido el concepto de
evaluacion como un proceso de anélisis y mejora.

En segundo lugar debemos analizar cudles son las causas del error, para lograr aplicar
estrategias de mejora a corto y largo plazo. De manera inmediata, Javier quiza deberia
reconsiderar el suspenso generalizado, ya que esta decisiéon no mejora la situacioén sind
que la agrava. Resulta preferible encontrar estratégias para sacar provecho a la situacion
y establecer consensos con el alumnado para evitar situaciones similares en el futuro,
poniendo el énfasis en la importancia de aprender por encima de cualquier cosa
reconociendo, en la medida de lo posible los errores propios con el fin de lograr un buen

clima en el aula y una mejor predisposicion a trabajar hacia un objetivo mas claro y

definido.
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A largo plazo Javier debe redefinir la actividad para el siguiente curso académico.

En el supuesto del caso de Javier, nos situamos ya en el siguiente curso académico
veamos qué hizo y cudles fueron los frutos (recuérdese que el caso estd basado en
hechos reales)

En primer lugar Javier establecié de manera muy clara que lo unico importante era el
aprendizaje de las matematicas, por tanto no se iba a valorar la calidad de la ficha de
ajedrez sind los aprendizajes que quedaran reflejados en el informe del diseno de la
ficha.

El procedimiento de disefio debia hacerse, obligatoriamente usando Unicamente el
razonamiento matematico, sin tocar para nada el GG. Kamra era una alumna de Javier
del curso siguiente de la que vamos a ver su trabajo.

En primer lugar se le pidié a Kamra que modelizara su ficha usando exclusivamente sus
conocimientos matematicos, la representacion del modelo, tenia, por tanto un cierto
componente de conjetura, ya que Kamra no estaba segura de acertar. Eso si, era
necesario justificar matematicamente su propuesta. Kamra escribié en su informe esta

propuesta con su correspondiente texto que obviamos:

|
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El siguiente paso era comprobar con GG la validez de la modelizacion

1
Si(0<x<2,—+1)
py
Si(2<x<6,cos(x—2))

Si(6<x<10,arctan(x — 6) + 1)

Si(10 < x< 11, —x*"19

En el informe se pedia el proceso mental de Kamra, poniendo en valor el error y la
capacidad de analizarlo. Ahora se le pedia escribir un texto razonando cudles habian

sido las causas del desajuste y se pedia una nueva propuesta.
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El informe debia contener tantos errores y revisiones como fueran necesarios hasta
lograr una solucion satisfactoria. Siempre a partir del razonamiento matematico y nunca

sobre el ensayo y error irreflexivo. El resultado final de Kamra fue mas que digno

P e P T )

En cualquier caso, el valor no esta en la ficha de ajedrez, sin6 en el aprendizaje, que fué
excelente.

Finalmente se consensuaron previamente con el alumnado unos criterios de evaluacion
competenciales aplicables casi unicamente sobre el informe, consistente en valorar
fundamentalmente la capacidad de expresar todo el proceso, interpretar la situacion,
proponer un perfil (conjeturar), argumentar, comprobarlo con GG, corregirlo y
mejorarlo (autorregulacion) y comunicar (en negrita las competencias evaluadas).

En este segundo intento Javier pudo constatar que sus estudiantes habian aprendido
muchisimo mas que con una metodologia tradicional, afianzando su capacidad de
investigar, crear, decidir y sobre todo autorregularse (aprender a aprender) fomentando
un aprendizaje significativo, sistémico y duradero. Por su parte, Javier logré mejorar su
autoestima y su seguridad en el aula viendo que las innovaciones didacticas requieren

de un proceso de maduracion.
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Conclusiones

En las sesiones de formacion no solamente hay que dotar de conocimientos a los
docentes, resulta imprescindible establecer mecanismos de autogestion de los conflictos
y el control del estado emocional en el aula, mostrando ejemplos y debatiendo sobre
estratégias para el control de la situacion y la mejora continuada. El GeoGebra, en
particular, es muy susceptible a este tipo de situaciones, ya que genera una enorme
inseguridad entre los docentes, por una parte por el miedo a no conocerlo lo
suficientemente y por otra por el miedo a que los estudiantes jueguen con el programa y
no aprendan matematicas. En cualquier caso, la incorporacion amable del GeoGebra en
el aula es un requisito hoy en dia imprescindible para una mejora del aprendizaje de las

competencias matematicas en un entorno de aula inclusiva.
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Resumo

No novo programa curricular para o 10.° ano, em Portugal, estd previsto o estudo da
demonstragdo no contexto da geometria sintética plana, com énfase nas propriedades
dos centros mais importantes de um tridngulo: circuncentro, incentro, baricentro e
ortocentro. Neste contexto, a utilizagio do GeoGebra permite a andlise das
propriedades sugeridas no curriculo e de outras propriedades do mesmo tipo. A partir
de construgoes dinamicas, os estudantes podem testar a validade de algumas
propriedades propostas, conjeturando se correspondem a teoremas matematicos
verdadeiros, o que contribui para um maior aprofundamento e compreensdo da
estrutura geométrica subjacente aos problemas propostos. Num segundo momento, ao
focarmos a aten¢do dos alunos em alguma conjetura reconhecida como valida,
incentivamo-los a produzirem demonstragoes para os resultados verificados
empiricamente, capacitando-os a construir argumentos logicos e a efetuar
demonstragoes das propriedades. Finalmente, discutimos a importdncia de envolver os
estudantes na formulag¢do de problemas geométricos originais. Além das propostas de
atividades para os alunos, discutimos a importancia de incorporar atividades
semelhantes no contexto da formagado de professores.

Introducio e revisiao de literatura
Em Portugal, a partir do ano letivo 2024-2025, entra em vigor um novo curriculo para
as disciplinas de Matematica do ensino secundério, as designadas Aprendizagens
Essenciais (AE) (DGE, 2023). Em particular, para o 10.° ano de escolaridade (primeiro
ano do ensino secundario) prevé-se o estudo da geometria sintética plana, que inclui o
estudo de pontos notaveis do tridngulo (centros do tridngulo) e de algumas propriedades
relativas a esses pontos. Este estudo é proposto em duas vertentes complementares:
exploracdo com recurso a ambientes de geometria dindmica e demonstracdo das
propriedades verificadas. Nos objetivos de aprendizagem elencados nas AE, podemos
encontrar, por exemplo (DGE, 2023):

Definir e caracterizar: incentro e circunferéncia inscrita (com demonstracio);

circuncentro e circunferéncia circunscrita (com demonstra¢do); (...) Conhecer
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propriedades das medianas e do baricentro: as trés medianas dividem o tridngulo
em seis tridngulos equivalentes (com demonstracdo); a distancia do baricentro a
qualquer dos vértices ¢ 2/3 da mediana respetiva (com demonstragdo); (...). (p.33)
Além dos objetivos de aprendizagem, em que se explicita a demonstracdo como parte
integrante da atividade do aluno, sdo apresentadas «acdes estratégicas de ensino do
professor» que apontam para as praticas pedagogicas a implementar (DGE, 2023):
Promover exploragdes e construcdes a realizar pelos alunos, envolvendo pontos
notaveis do triangulo, usando geometria dindmica, para resolver problemas,
perceber os conceitos, formular conjeturas, visualizar e testar propriedades.
Desenvolver nos alunos o gosto pela argumentacdo em geral e pela demonstragido
como elemento central da matematica (...). Exibir relagdes métricas entre os pontos
notaveis (...). (p.33)
As AE elencam ainda possiveis aprofundamentos, como a extensdo do estudo a, pelo
menos, outro ponto notavel (...) e referéncia a «Enciclopédia de pontos notdveis de um
triangulo». O matematico Clark Kimberling criou esta enciclopédia, disponivel na
internet, com mais de 54 000 tipos de centros de tridngulos (Kimberling, 2024). Estas
propostas estdo suportadas por “ideias chave” que sustentam as AE para a Matematica
do ensino secundario, entre as quais destacamos o «Raciocinio e a l6gica matematica» e
o «Recurso sistematico a tecnologia» (DGE, 2023), ideias que estdo claramente na base
do trabalho aqui proposto, quer no ambito dos objetivos de aprendizagem, quer no
ambito das agdes estratégicas de ensino do professor.
A referéncia a utilizagdo de ambientes de geometria dinamica ¢ explicita nas AE. A
utilizagdo do GeoGebra ¢ agora generalizada e recomendada. Como descreve
Hohenwarter (2013), o GeoGebra foi desenhado para combinar num sistema Unico,
integrado e fécil de usar para aprender e ensinar matematica, as funcionalidades de
geometria dindmica com as funcionalidades dos sistemas de algebra computacional. A
utilizacdo do GeoGebra em contexto educativo ¢ um recurso rico que pode contribuir
para a melhoria das praticas pedagogicas e para aprendizagens mais significativas (p.e.,
Weinhandl et al., 2020). A avaliagdo de Garcia et al. (2020) demonstrou que os alunos
valorizam positivamente as tarefas propostas e a utilizacdo do GeoGebra para as
desenvolver. A utilizagdo deste ambiente facilitou a compreensdo e o aprofundamento
dos conceitos geométricos. Os resultados do estudo de Zulnaidi & Zamri (2017)

mostraram que os alunos que usam o GeoGebra, em comparacdo com um grupo de
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controlo sujeito a métodos que designam como convencionais, t€m maior conhecimento
matematico concetual e procedimental.

Apresentaremos, no capitulo seguinte, propostas de trabalho para concretizagcdo do
curriculo, a partir do GeoGebra.

Para que estas praticas pedagdgicas se consolidem, damos especial aten¢do a formagao
de professores. Pimenta et al. (2022) discutem a importancia da formagao de professores
para se ensinar com recurso a tecnologia, considerando-a como muito relevante para
que o curriculo prescrito se transforme em curriculo em ac¢ao (Gimeno, 2000) na pratica
pedagogica. Como defende Hashweh (2013), além das propostas descritas de atividades
de conjetura para os alunos, ¢ fundamental incorporar atividades semelhantes no
contexto da formagdo de professores. Hernandez et al. (2020), numa investigagdo no
ambito da formagdo inicial de professores, notaram que o uso da tecnologia, € em
particular do GeoGebra, pode ser fulcral para clarificar aspetos matematicos e para
sustentar a compreensdo da matematica a ensinar. Quanto ao desenvolvimento dos
conhecimentos e das competéncias dos professores para o ensino eficiente de
Matematica com tecnologia, temos por referéncia o modelo TPACK (Technological
pedagogical and content knowledge) (Koehler et al., 2013), esquematizado na Figura 1,
introduzido como um referencial teérico que contextualiza a intersecdo entre 0s
conhecimentos nos dominios da pedagogia, do contetido e da tecnologia. A sigla
TPACK tem o significado de Total Package e, segundo os autores, reflete melhor a
interdependéncia dos dominios do conhecimento intervenientes.

/—_—§\

~ ~
7 Technological ~N
/ Pedagogical Content N
Knowledge
// (TPACK) \ \
/ Technological Technological Technological \
/ Pedagogical Knowledge Content \
Knowledge (TK) Knowledge
' (TPK) (TCK) \
Content l
\ Knowledge
\ (CK) /
Pedagogical
\ Content /
\ Knowledge /

N (PCK) /7
P
~ —Contexts_— ~

Figura 1 — TPACK model (Koehler et al, 2013)
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Ainda no ambito da formagdo de professores, temos por referéncia a Génese
instrumental (Rabardel, 1995) e a Orquestragdo instrumental (Trouche, 2004), como se

descrevem e esquematizam Pimenta et al. (2023) (Figura 2).

Instrumental Instrumental

Genesis Genesis

Digital

w
Q
[

L
Jeacher

Technology

Learning Learning

Instrumental Orchestration

~Jeaghing

Figura 2 — Instrumental genesis and orchestration in teaching and learning processes using

technology

Com este esquema, quer explicitar-se que, tdo importante como o processo de Génese
instrumental, na transformagdo da tecnologia digital, como o GeoGebra, num
instrumento de ensino, deve ter-se sempre em mente a importidncia da Orquestragdo
instrumental, no processo de condugdo do aluno para que o GeoGebra se transforme em

instrumento de aprendizagem.

Exploracdes geométricas com o0 GeoGebra — da conjetura a demonstracio

No sentido apontado na introdugdo, e sempre com referéncia a literatura, propomos uma
ideia pedagogica para concretizacdo do curriculo na area da Geometria Sintética do
Plano, a partir de exploragdes geométricas no GeoGebra. O cerne da proposta consiste
na integracdo sistematica do GeoGebra nas praticas pedagodgicas. Pretende-se,
essencialmente, explorar conjeturas, construir argumentos dedutivos e criar enunciados
interessantes. Apresentamos, a seguir, algumas propostas de tarefas de exploragdo, que

se constituem como exemplos, ndo exaustivos:

Tarefa 1 — Decomposi¢do de uma mediana pelo baricentro
Enunciado A: O baricentro de um tridngulo decompde uma mediana em dois segmentos
de reta. Qual ¢ a relacdo entre os comprimentos desses segmentos de reta?

Enunciado B (ap6s exploracdo no GeoGebra e conjetura): Demonstre que o baricentro

decompde uma mediana em dois segmentos cujos comprimentos estdo na razao 7 .
Tarefa 2 — Estabelecer uma relagio entre altura, mediana e (segmento de) bissetriz
Enunciado A: Dado um tridngulo, que relacdo se pode estabelecer entre as medidas da
altura, h, mediana, m e (segmento de) bissetriz, b, relativamente a um mesmo vértice?

Enunciado B (apés exploracdo no GeoGebra e conjetura): Demonstre que 2 < b < m.
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Extensdes: Qual o valor méaximo do quociente m/ ? E possivel ter-se, por exemplo,
m=10?
Tarefa 3 — Area grande e alturas pequenas?
Enunciado: Pode existir um tridngulo com area 100 cm? e com as trés alturas inferiores
a 1 cm? O que nos diz a intui¢do? Como explorar algebricamente? Como explorar
geometricamente no GeoGebra?
Tarefa 4 — Triangulos inscritos numa circunferéncia
Enunciado: Serd que existem dois tridngulos semelhantes, ndo congruentes, inscritos
numa mesma circunferéncia?
Extensdes: Serd que existem tridngulos congruentes inscritos numa mesma
circunferéncia? E se fixarmos um vértice de um tridngulo inscrito numa circunferéncia,
quantos triangulos congruentes, com o mesmo vértice, podemos inscrever na
circunferéncia?
Tarefa 5 — Relacoes entre medidas lineares num triangulo
Enunciado A: Sejam P o perimetro de um triangulo e sm a soma dos comprimentos das
medianas._Que valores pode tomar a razao P/s,?

Enunciado B (apés exploracao no GeoGebra e conjetura): Demonstre que %<P/s, <1 .

Extensdes: Estabelecer relagcdes do mesmo tipo para as alturas e para os segmentos das
bissetrizes.

Tarefa 6 — Relacido entre o circumraio e o inraio
Enunciado A: Sejam R e , respetivamente, o circumraio e o inraio referentes a um dado
triangulo. Que relacdo se pode estabelecer entre R e 1?7

Enunciado B (apds exploragdo no GeoGebra e conjetura): Demonstre que R/r>2.

Extensdes: Em que caso(s) se tem R=2 ? Defina um triangulo para o qual se tenha

R>2r.

A apresentacdo sequencial destes enunciados aos alunos, A e B, em cada tarefa,
pressupde colocar em pratica a ideia pedagodgica que promove a aprendizagem
significativa das propriedades em causa, como preconizado nas AE. Primeiro, o aluno ¢é
desafiado a encontrar a propriedade e a estabelecer a respetiva conjetura (por exemplo,
através das construgdes que se apresentam nas Figura 3 e 4, relativas as Tarefas 1 e 6).
Depois, e s6 depois, ¢ desafiado a demonstrar a conjetura que estabeleceu, que se

transforma, assim, em teorema.
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Figura 3 — Construcio relativa a tarefa 1 Figura 4 — Construcio relativa a tarefa 6

Neste segundo momento, ao focarmos a atencdo dos alunos em alguma conjetura
reconhecida como valida, incentivamo-lo a produzir demonstragdes para os resultados
verificados empiricamente, capacitando-os a construir argumentos logicos e provas
convincentes. O argumento dedutivo produzido relaciona os problemas estudados com
propriedades geométricas mais simples conhecidas. Os enunciados que conduzem as
demonstragdes podem ser mais ou menos dirigidos, de acordo com o contexto e
caracteristicas dos alunos com que se trabalha. Por exemplo, nas primeiras propostas
neste ambito, pode ser util dar passos da demonstracdo, como se ilustra na proposta da
Figura 5, apresentada na Capacitagdo de formadores para as Aprendizagens Essenciais
de Matematica A, promovida pela Dire¢cdo Geral de Educacdo, e dinamizada pela

equipa de autores das AE.

Na figura seguinte, esta representado o triangulo [AB(], as suas trés medianas e o baricentro.
B8

A Q

1. Justifica que os segmentos de reta [RP] e [AC] s&o paralelos e que AC = 2RP .

2. Mostra que os triangulos [RPG] e [ACG] sdao semelhantes e indica a respetiva razdo de
semelhanca.

3. Qual é a relacdo entre AG e GP ?

4. Relaciona o comprimento de uma mediana de um tridngulo com a distancia do baricentro
ao respetivo vértice.

Figura 5 — Passos para demonstracio da propriedade da Tarefa 1
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Em algumas das tarefas apresentadas, propdem-se extensdes cuja exploracdo muito
beneficia do recurso ao GeoGebra. Destacamos ainda a importancia de envolver os
estudantes na formulagdo de problemas geométricos originais. Para tal, no contexto de
determinada constru¢do geométrica feita no GeoGebra, pedimos ao aluno que encontre

uma relacdo entre algumas das medidas obtidas (Tarefas 2, 3, 5 ¢ 6).

Consideracoes finais

Neste trabalho, tivemos como principal motivacao apresentar propostas de trabalho para
concretizar e aprofundar objetivos de aprendizagem elencados nas novas Aprendizagens
Essenciais de Matematica A para o ensino secundario, em particular para o 10.° ano, no
ambito do estudo da Geometria Sintética no Plano com recurso ao GeoGebra, como
instrumento de ensino e aprendizagem, fundamental para se realizarem exploragdes
geométricas conducentes ao estabelecimento de conjeturas de propriedades a
demonstrar. Discutimos a importdncia destas exploragdes no GeoGebra, como
facilitadoras da compreensao das propriedades e da posterior argumentagdo que leva 4
demonstragdo dessas propriedades. Este trabalho deve ter como ponto de partida a
formagao de professores, para otimizar os processos de ensino e de aprendizagem em
sala de aula, promovendo a transformacao do curriculo prescrito em curriculo em agao.
Pretendemos, nos proximos passos deste trabalho, construir um GeoGebra Book que se
constitua como recurso educativo de apoio a estas praticas pedagdgicas e que possa ser
tido em conta em programas de desenvolvimento profissional, nomeadamente para
professores em servigo. Noutro ambito, pretendemos estudar, do ponto de vista da
investigacdo em educac¢do matematica, o contributo destas praticas para a aprendizagem

dos alunos.
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DIVERSIDAD DE LISTAS CON GEOGEBRA
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Nucleo tematico: GeoGebra en la formacion del profesorado en Matematicas.
Modalidad: CB

Nivel educativo: Medio o Secundario (12 a 15 afios) y Terciario o Bachillerato (16 a 18
afios) y Formacion Profesional.

Palabras clave: Secuencias, listas, aplicacion de grupos, sucesiones.

Resumen

Una de las herramientas mas potentes de GeoGebra es la utilizacion de listas. Una lista
es, basicamente, un conjunto de elementos ordenados. La ventaja de GeoGebra es que
permite que los elementos que forman ese conjunto sean de diversos tipos.

El objetivo de la comunicacion es mostrar distintos ejemplos para conseguir una lista
utilizando el comando de secuencias y las posibilidades que se presentan para distintos
dambitos de la matematica.

Se presentan actividades prdcticas viendo la relacion entre las listas, secuencias y las
distintas ventanas que pueden relacionarse con ellas: ventana grdfica 2d, ventana 3D,
hoja de calculo o ventanas CAS.

En la comunicacién presentamos diversos ejemplos de utilizacion de listas en varios
bloques temadticos del nivel secundario. En todos los casos presentamos un ejemplo,
indicando la intencién de uso de ese material y una leve indicacion de como realizarlo.
Se complementa con una direccion web en la que aparecerd, de forma detallada, como

construir cada applet y se dispondra de la propia construccion para manipularla.

Las construcciones que se mostraron en la presentacion de la comunicacién fueron:1.-
NUMEROS PRIMOS: De la parte de niimeros hemos seleccionado una construccion en la
que observemos el nimero de primos que hay entre dos nimeros naturales y cudles son esos
primos.

Numeros primos

Imagen 1. Pantalla de
GeoGebra con la applet

generada —
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Tlmagen 2. QR acceso a

construccion con
GeoGebra

Existen 94 primos entre 202 y 804 que son:

(199, 218, 223, 227 229 299, 239, 24%, 259 257, 203, 260, I71 JTT 200, 208, 293, 307, 311 393 397 331 337

(347,340, 353, 359, 367, 373, 379, 383, 389,397, 401, 400, 419 421, 437 433 439, 443 449, 457 a6 463 A67 479)

(487, 497, 499, 503, 500, 521, 523 541 547 557 563, 569 571 577 587 583, 599, 601 607 613,617,619, 631)

(041,043 647053 655. 001,073 077.083 691701 709 799 Y27 133 FA9. Y43 751 167 Y6 Y69 713 787 1497)

2.- CARDIOIDE Para trabajar geometria y curvas mecanicas, generaremos una

cardioide mediante una envolvente de circunferencias. Como aplicaciéon mas elemental

hablaremos de la construccion de una pardbola o una elipse, mediante envolventes.

Curva Cardioide

Imagen 3. Pantalla de
GeoGebra con la applet

=

generada —

0,

Tlmagen 4. QR acceso a

construccion con
GeoGebra

n*3 ;
_Q'_—.

3.- POTENCIAS DE UN BINOMIO: En la parte de algebra, trabajaremos con el

desarrollo de la potencia de un binomio por el método de Newton. En este caso nos

ayudaremos de la ventana CAS para visualizar mas facilmente la construccion del

desarrollo.
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Potencias de un Binomio

Imagen 5. Pantalla de -
GeoGebra con la applet DESARROLLO DEL BINOMIO DE NEWTON (a + b)“-
generada —
os 1 aybdel y la po ( de 7)
a=u b= } x n=4

(x* -8z)' =2 122" +54 2" — 108 =" + 81 =*
Tlmagen 6 QR acceso a Nuevo desarrollo
construccion con
GeoGebra

4.- PIRAMIDE DE SIERPINSKI Para trabajar en tres dimensiones, veremos como

utilizar las listas para la creacion del fractal conocido como Piramide de Sierpinski.

Piramide de Sierpinski

Imagen 7. Pantalla de
GeoGebra con la applet

generada —

o
X
!

Tlmagen 8. QR acceso a Y Wista Graica
construccion con narazitn = ¢
GeoGebra . Mueve el deslizador y veras aparecer las distintas

lteraclones de la Piramide de Sierpinskl

5.- APROXIMACION A LAS CIFRAS DEL NUMERO PI: En el siglo III a.C.,

Arquimedes estableceria su valor en 3,14 tras utilizar poligonos para afinar su calculo.
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A partir de ahi, el nimero fue adquiriendo mayores aproximaciones. Aqui mostraremos
una construccion realizada con GeoGebra para calcular cifras del numero PI utilizando

el método propuesto por Arquimedes.

Aproximacion de cifras del numero PI

Imagen 9. Pantalla de Aproximacion de 1= 3 * 0 - s
GeoGebra con la applet  Aproximacion por exceso de w=1,464101615137753
generada — L 3 Ver e détectd

Ver por exceso
Tlmagen 10. QR acceso a Longaug ge M crcusieroncie= 47 12300500304649 Area gel Croutp= 175 71458676442586
construccion con Sineto dal PORGONG i oo dw 0 Lados =15 Aoea Sel Folgono ot 6 1005 < 145 14178658362404
GeoGebra Perimeno del poigooo que mecnbes 51.95152422706622 Ave del poligono que IMCTBe= 194 2337130914907

6.- LEY DE LOS GRANDES NUMEROS: Utilizar el comando Secuencias para
aproximar el calculo de una probabilidad a priori compleja, a través de la Ley de los

Grandes Numeros, utilizando el comando Secuencias.

NuUumeros primos

Imagen 11. Pantalla de n=1g
GeoGebra con la applet @

generada —

T|magen 12. QR acceso a Dado un triangulo cualquiera, sl se selecciona un punto al azar de cada uno de sus lados,
=z Ia probabilidad de que el drea del tridngulo delimitado por estos tres vértices sea inferior
g;r;sé:ll;:lon con a 1/3 del area del tridnguie Inicial es 0.6. Utilizamos 10 iteraciones

7.- RELACION DE SUCESIONES DE FIBONACCI Y LUCAS: Proseguiremos

usando la hoja de célculo para ver la relacion existente entre dos sucesiones recurrentes.
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Por un lado, la muy conocida de Fibonacci y por otro la sucesion de numeros asociada

al matematico Edouard Lucas.

Numeros primos

Imagen 13. Pantalla de
= Vista Graflca * Hoya de Cakulo®
GeoGebra con la applet | 77" ™ s
generada — h=10 A 8
Sucesidn de Fibonace| —— ' 0 2
= -. (0. 1.1, 2.3, 5, 8 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 887, 1507, 2684, 4121, 6768, 10846, 1) 2 v
- 3 1 3
- . Sucesion de Lucas a z 3
* (2.9, 3.4, 7, 11, 18,28 47, 76, 123, 198, 322, §21, 843, 1364, 2207, 674, 5778, 8348, 18127, =
i 5 1
Propledades 7 8 18
)l =Ffi b fy — 12889434 =123 o1 B =
8 21 A7
by lyw=Ffig—fo — 123 =144 —21 = 123 o al
o) faw= Surlis — OGT05=055- 123 = 6705 1" 8§ 23
12 8 199
13 144 A2
TImagen 14. QR acceso a N
construccion con 51 810 1364
GeoGebra
8.- GENERACION DE UNA ELIPSE COMO ENVOLVENTE DE SUS

TANGENTES: En esta parte utilizaremos las listas para generar la elipse como
envolvente de sus tangentes utilizando dos métodos parecidos:
Primero generaremos las tangentes como rectas perpendiculares al segmento que une

uno de los focos con los puntos de una circunferencia en cuyo interior esta dicho foco:

Elipse como envolvente de sus tangentes

Imagen 15. Pantalla de
GeoGebra con la applet

generada —

TImagen 16. QR acceso a

construccion con
GeoGebra

NP« 51
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Por otra, generaremos la elipse utilizando papiroflexia. Para ello seguimos los siguientes
pasos:

8.1.- Dibuja una circunferencia.

8.2.- Dibuja un punto P dentro de la circunferencia.

8.3.- Senala un punto Q de la circunferencia.

8.4.- Dobla el papel llevando el punto Q sobre el punto P.

8.5.- Repite los apartado 3 y 4 tantas veces como creas necesario.

8.6.- De esta forma obtenemos la elipse como envolvente de sus tangentes (dobleces).

Elipse por papiroflexia

Imagen 17. Pantalla de
GeoGebra con la applet
generada — T
\ )
‘ ‘;-Vﬂ

™SOS = 4

N

TImagen 18. QR acceso a
construccion con
GeoGebra

S

9.- GENERACION DE UNA PARABOLA COMO ENVOLVENTE DE SUS
TANGENTES: Para ello, utilizaremos la definiciéon de pardbola como el lugar

geométrico de los puntos que equidistan de una recta y de un punto fijo llamado foco.

Pasos a seguir en la construccion:

Para realizar esta construccion con GeoGebra proponemos seguir los siguientes pasos:
9.1.- Crea un deslizador r que pueda tomar cualquier valor positivo menor que 20. Sera
la desviacién que pongamos de los puntos en la recta respecto a la vertical desde el
foco.

9.2.- Crea un deslizador n que tome un valor entero entre 3 y 500. Serd el nimero de

elementos que determinaran la envolvente.
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9.3.- Por comodidad, vamos a colocar como recta t el eje de abcisas.

9.4- Por comodidad, vamos a colocar el punto F (foco) como un punto del eje de
ordenadas.

9.5- En la ventana de entrada introducimos el comando P=Secuencia((-
r,0)+2*r*1/n*(1,0), 1, 0, n) que marcara los n puntos en el intervalo (-r,r).

9.6.- En la ventana de entrada introducimos el comando M=Secuencia(PuntoMedio(F,
Elemento(P, k)), k, 1, n + 1) que marcara los puntos medios entre el foco y cada punto
de larectat.

9.7.- En la ventana de entrada introducimos el comando h=Secuencia(Segmento(F,
Elemento(P, z)), z, 1, n + 1) que marcara el segmento que une el foco con cada punto de
la recta t.

9.8.- En la ventana de entrada introducimos el comando
s=Secuencia(Perpendicular(Elemento(M, w), Elemento(h, w)), w, 1, n + 1) que marcara
cada una de las rectas que buscamos.

9.9.- Dejamos no visible las listas M, P y h

Parabola por papiroflexia

Imagen 19. Pantalla de =29
GeoGebra con la applet o
>

generada —

@ e
T ot
@‘tlll' o \\\\;;,-'«llllll

A I | — ———

=)

Tlmagen 20. QR acceso a

construccion con
GeoGebra

Las actividades anteriores, junto con una introduccion a las listas y a las 6rdenes

Secuencia y Ejecuta, se encuentran recopiladas en la siguiente direccion.

https://marianoreal.com/Mreal/Lista_Secuencias/index.html
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UM MATERIAL EDUCACIONAL VOLTADO AS HABILIDADES DE
VISUALIZACAO ESPACIAL E O EXAME NACIONAL DO ENSINO MEDIO
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Nucleo tematico: GeoGebra na formacgao de professores em Matematica.

Modalidad: CB

Nivel educativo: Ensino Secundario (16 a 18 anos) e Formagao Profissional

Palabras clave: habilidade de visualizagdo espacial. Exame Nacional do Ensino Médio

Resumo

As capacidades humanas de representar, transformar, criar e recordar informagoes
simbdlicas e ndo linguisticas sdo conhecidas como Habilidades de Visualizacdo
Espacial (HVE). Dada a relevancia e a influéncia do Exame Nacional do Ensino Médio
nos curriculos e nos planejamentos das escolas brasileiras, a presenca de questoes que
demandam HVE para sua realizagdo nesse Exame, serve de estimulo a énfase nas HVE
no ensino da Geometria escolar. A presente comunicagdo, apresenta um recorte de uma
pesquisa cujo objetivo foi verificar as possibilidades de uso das Tecnologias Digitais
para trabalhar as HVE na formagdo inicial de professores de matemdtica. Em
particular, apresentam-se um material educacional que contém atividades adaptadas
do ENEM, desenvolvidas no software GeoGebra e os resultados de sua aplicagdo em
uma turma de académicos de um curso de Matemdatica Licenciatura.

Introducao

A Base Nacional Comum Curricular, documento que, atualmente, orienta as
diretrizes curriculares da Educacdo Basica no Brasil, prevé um ensino de Geometria que
desenvolva o pensamento geométrico (BRASIL, 2018). Leivas (2009) define
pensamento geométrico como “um processo capaz de construir estruturas geométricas
mentais a partir de imaginagdo, intuicdo e visualizagdo, para a aquisicdo de
conhecimentos matematicos cientificos.” (p. 136).

Dando destaque para a visualizagdo, que esta no inicio de todo o processo de
abstracdo (Cifuentes, 2005), t€ém-se as habilidades de visualizag¢do espacial (HVE) que
se referem a aptiddo que possuimos para criar e manipular imagens mentais do que
vemos ao nosso redor. De maneira mais especifica, as HVE sdo as capacidades humanas
de representar, transformar, criar e recordar informagdes simbdlicas e ndo linguisticas
(Linn e Petersen, 1985). E amplamente reconhecido que pessoas com capacidades
limitadas nesse campo enfrentam dificuldades em diversas areas como Arquitetura,
Musica, Astronomia, Cartografia, Biologia, Geologia, Quimica, Engenharia,
Matematica e Fisica (Hartman e Bertoline, 2005). Dado o impacto significativo das

HVE, pesquisas sobre fatores que podem influenciar seu ensino sdo cruciais, como no
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caso das questdes de Geometria presentes no Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM) e em livros didaticos. O ENEM ¢ uma avaliagdo diagnostica, de carater
voluntario, aplicada anualmente a alunos concluintes ou que concluiram o Ensino
Médio. Esse exame possui grande influéncia nos curriculos do Ensino Médio e nas
praticas de ensino dos professores que, em geral, planejam suas aulas baseadas nos
contetdos mais frequentes no exame buscando bons resultados de seus estudantes
(Stadler e Hussein, 2017). Nesse contexto, justifica-se a concepgdo e aplicacdo de um
material educacional, nomeado “ENEM em foco: sobre as Habilidades de Visualizagdo
Espacial”, que objetiva verificar e desenvolver as HVE dos participantes por meio de
tarefas articuladas a um Ambiente de Geometria Dindmica (AGD). A partir de uma
sequéncia de atividades, o produto educacional permite avaliar quais HVE os
participantes possuem e a partir disso, desenvolver essas habilidades através de applets
compilados em um Livro GeoGebra. Ressalta-se o material educacional ¢ oriundo de
uma das etapas uma pesquisa de Mestrado, que objetivou investigar possibilidades de
trabalhar as HVE articuladas as TD em um curso de formagdo de professores de

Matematica.

Desenvolvimento

As HVE apresentam notoéria importdncia no desenvolvimento cognitivo e seu
desenvolvimento ¢ realizado a partir de tarefas que demandam visualizagdo na sua
resolucdo, que podem ser elaboradas em articulagdo com um AGD. Além disso,
enfatiza-se a importancia de formar professores de matematica com subsidios para
trabalhar as HVE com seus alunos na sua pratica docente.

Dessa forma, elaboramos um material educacional! que articula as HVE com o recurso
das TD, nesse caso, o Livro GeoGebra, que permite compilar uma série de tarefas em
sequéncia e vincular um applet interativo que permite ao aluno explorar as formas de
representacdo de um objeto geométrico. Como aporte, utilizamos as acdes de
visualizacdo de Mathias e Simas (2021) para selecionar questdes do ENEM que
demandam HVE para ser resolvidas, sendo este o resultado de uma etapa anterior a
pesquisa de Mestrado cujo este material educacional esta vinculado. Dessa forma, o
material elaborado explora as acdes visualizacdo descritas no Quadro 1 de forma

dindmica e interativa.

! Link de acesso: https://www.geogebra.org/m/kz6hn7mé6
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Quadro 1: Acdes de Visualiza¢do consideradas na andlise dos exercicios apresentados.
Acdes Descricio
Coordenar e Integrar | Exercicios que dependem de representagdes planas do objeto,
Visualiza¢des de objetos (CIV) | que exijam algum sistema de projecdo para serem realizadas.
Exercicio em que o estudante ¢ convidado a girar mentalmente
Girar um Sélido (GS) um sélid9 dado. ’G.erqlmer}te, é apresentada a imagem de’ um
solido e ¢ necessario identificar a imagem deste mesmo so6lido
apos sua rotacao.
Exercicios em que sdo apresentadas representacdes planas do
objeto ¢ o ecixo de rotacdo em que o estudante precisa
reconhecer o sélido percorrido durante a rotagao.
Exercicios onde ¢ apresentada a representagdo do solido de
forma planificada e ¢ solicitada a representagdo espacial ou
vice-versa.
Exercicios onde ¢é apresentado o sélido (ou uma de suas
representagdes) e solicitado sua identificagdo como decomposto
em duas ou mais partes (ou vice-versa).
. ~ Exercicio onde sdo dados um sélido e um plano que o intersecta
Identificar as Sec¢des de um , . .
o1 . e ¢ solicitado o reconhecimento da figura formada na
Solido relacionadas a certos | . ~ . ~ . ~
interse¢do. Ou, reciprocamente, sdo dadas as interse¢does do
cortes (ISS) solido por planos e ¢ solicitado que se identifique o mesmo.
Fonte: Adaptado de Mathias e Simas (2021, p. 7-9).

Gerar Soélidos de Revolugao
(GSR)

Desenvolver uma Superficie
(DS)

Compor e Decompor um Soélido
em partes (CDS)

Além disso, esse material objetiva identificar as HVE que os alunos
participantes ja possuiam, para tanto, foi dividido em duas partes. A primeira traz 25
questdes do ENEM conforme apresentadas no referido exame, sem nenhum recurso
adicional, como ilustra a figura 1.

Figura 1 — Exemplos de questdes do ENEM que constam no material.

AC 102 ——m——————— QUESTAD 188
€ comum os artstas plasticos se apropnarem de © Quadrados. spenss
entes matematicos para produzirem, por exemplo, formas. O Tr8nguios e Quadrados, apenas
€ imagens poc meio de manpulactes. Um antista plistico, @ Tridnguios, quadrados ¢ rapézios, apenas.
€M uma de suas obras, prefende relralar 08 OVErSOS @ Tridinguios, QuUadrados, Yapézios © quadridtercs
POlgONoS CLLGCS pelas intersecgdes Ce LM plano com apenas
ums pirkmide reguisr 96 bese Quadrad. O Tridnguios, Quadrados. Yapézios, Quadridleros
Segundo a classficacdo 0os PoGONOs, Quars Celes s30 reQuiares e pentagonos BOenss
POSSIveNs Oe SCrem 0BOC0S Peio artista plistco?

Questio 145

NO Gesenho tecnico, & comum representar um
86860 por meio de trds vistas (frontal, perfil @ superior) o
resultado Ga projecdo GO SONCO em Wés planos. e 'w,\
perpendiculares dors a dois \

A figura ropresenta as vistas de uma torme.

=, e / As fguras & segur exbem um Wecho de um Queb

( O ) Cabogs Que e3th 20nd0 MONtado. Dtserve QU A8 Peces

\ \ / o =\ $30 quadradas & hd § pecas no tabulero da figura A ¢ 8

[ AN U = \ Pocas o Sabubero da Sgura B As pecas 530 retrades o

Vista Vista  Vista o 0o | tabulero da fgura B @ colocadas no labulero &a fgura A

wontal  perl  supenor | na pouclo comets, Wi 4, de Modo & completar o8
en on cvvesais s on 1)t 203 Sav - - { Gesenhos

® stse~w

Com base nas vistas fornecidas, qual figura melhor
representa essa tome?

> sco-m

20 e g

Sy

50 Norw o ¢

QUESTAO 141

Mara quer inovar em 51 0ja de embatagens e Gocidy  Quas serdo 08 30IC0S QeOmetncos que Mana obterd a
vender caixas com dferentes formatos. Nas imagens Partr dessas planificagtes?

v IEO0E0 20 FUONSN $h000s Cobn © Cilndro, prisma de base pentagonal ¢ piramide .

© Cone, prisma de base pentagonal ¢ pramide < P
@ Cone, tronco Ge pramide ¢ pirdmide p -
@ Caindro, ¥onco de pramide @ prsma

O Ciindro, prisma e tronco de cone .

Fonte: Elaborado pelos autores.
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E na segunda parte, tem-se novamente as mesmas 25 questdes, porém
integradas com applets manipulaveis, alguns de autoria propria e outros de livre acesso
da comunidade do GeoGebra. A Figura 2 ilustra ama das questdes presentes no

material, que necessita da acdo CIV para ser solucionada.

Figura 2 — Questao do ENEM e adaptagdo no GeoGebra.

QUESTAO 172
A figura representa o lerestre e nela estdo A projegdo ortogonal, no pland a, 6o Caminho tragado no

marcados 0s pontos A, BeC Os ponios A ¢ B estdo mwegrrew“‘m’uﬂa

localizados sobre um mesmo paraieio, ¢ 0s pontos 8 ¢

C. sobre um mesmo meridiano. E tragado um caminho 6o

ponto A até C, pela superice do giobo, passando por B, ¢

de forma que 0 trecho de A até B se dé sobre o paralelo

qQue passa por A e B e, 0 trecho de B até C se 66 sodre o ®

meridiano que passa por 8 e C. Considere que oplanoa @

eparamobhmnooequadomaﬁgwa

A L4 @ A——8sc

Fonte: Elaborado pelos autores.

Na Figura 3 esta ilustrada uma das questdes que necessita da acdo DS para ser

solucionada.

Figura 3 — Questdo do ENEM e adapta¢cdo no GeoGebra.

Applet de 2014 - P2 - Cinza - 145
Avtor
QUESTAO 145
Un lojsla adquiiu novas embalagens por
s que serdo distribuidas

pres
s embaiagent foram eniregues pars Sorem moniades
©6m forma dada pela figura.

Apds montadas, as embalagens formardo um $3ido com
quantas arestas’

e 1

o 12
@ 14
015 <
e 16 Planificagdo

Controle da Planificagdo

Encaixe da Planificagdo
.

Fonte: Elaborado pelos autores.

A agdo ISS foi contemplada em duas das questdes do ENEM selecionadas. A
Figura 3 ilustra essas duas tarefas em ambas as aplicacdes. Ressalta-se que as duas
questdes contempladas nessa categoria sdo provenientes do caderno amarelo da

aplicacdo regular de seus respectivos anos.
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QUESTAO 156

Para o modelo de um troféu foi escolhido um poliedro
P, obtido a partir de cortes nos vértices de um cubo. Com
um corte plano em cada um dos cantos do cubo, retira-se
o canto, que é um tetraedro de arestas menores do que
metade da aresta do cubo. Cada face do poliedro P, entao,
é pintada usando uma cor distinta das demais faces.

dos

© Quadrados, apenas.
@ Triangulos e quadrados, apenas.

@ Triang: qf e apenas.

quais deles sao
possiveis de serem obtidos pelo artista plastico?

O T
urregulares apenas

wregulares e penwgonos apenas

Com base nas inft ¢ qual éaqu de cores
que serdo utilizadas na pintura das faces do troféu?
Q6
08
® 14
© 24
0 30
Me mova!
QUESTAO 162
E comum os artistas plasticos se apropriarem de
entes pa por formas
e por meio de Um artista plastico,
em uma de suas obras, pretende retratar os diversos
poligonos obtidos pelas intersecgdes de um plano com
uma puramude regular de base quadrada. ®

Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 3 - Questdes do ENEM destacadas para a discussdo na categoria ISS.

v N
“ﬁ
B )

As demais questdes estdo disponiveis no ambiente Geogebra? como ilustra a Figura

Figura 4 — Questoes do ENEM e adaptagdo no GeoGebra.

vg@-

Applet de 2013 - P1-

Questdes com os Applets

A O

Applet de 2012 - P1- Applet de 2012 - P1 - Applet de 2012 - P2 -

Amarelo - 154 Amarelo - 16¢

.
Applet de 2013 - P1 - Applet de 2014 - P1 - Applet de 2014 - P2 -
Amarelo - 173 Amarelo - 154 Cinza-137

B . A

Applet de 2015 - P1 - Applet de 2015 - P2 - Applet de 2016 - P1 -

Amarelo - 156 Cinza-178 Amarelo - 162

Fonte: Elaborado pelos autores.

Amarelo - 169

Applet de 2014 - P2 -

Cinza-145

Applet de 2016 - P1-

Amarelo - 172

Applet de 2016 - P1 -
Amarelo - 178

!

Applet de 2018 - P2 -

Amarelo - 140

R

Applet de 2020 - P1-

Amarelo - 1

Applet de 2016 - P2 -

Amarelo - 15

Applet de 2018 - P2 -

Amarelo - 170

L

Applet de 2020 - P1-

Amarelo - 159

L4

Applet de 2018 - P1 -
Amarelo - 14¢

Applet de 2020 - P1-
Amarelo - 137

&

Applet de 2021 - P1 -
Amarelo - 144

A divisdo da aplicagdo deste material educacional em dois momentos distintos

permitiu avaliar se os alunos tiveram algum ganho pedagdgico em relagdo as HVE apos

utilizarem o AGD, visto que se teve acesso aos saberes antes e depois da intervengdo

com o GeoGebra. Para a aplicagdo do material, ele foi vinculado ao GeoGebra Tarefas?,

2 www.geogebra.org/m/ek6rycdy
3 www.geogebra.org/classroom/cgycirjv
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onde foi possivel acompanhar o avango dos alunos de forma simultanea e perceber se
algum deles estava com dificuldade em uma questdo em especifico.

Observa-se que o material foi pensado para ser aplicado com alunos de um curso
de Matematica Licenciatura. Entretanto, por ser constituido por questoes do ENEM, este

material também pode ser usado no Ensino Médio.

Alguns resultados

Conforme descrito anteriormente, o material educacional apresentado ¢ resultante
de uma das etapas uma pesquisa de Mestrado, que teve como objetivo geral investigar
possibilidades de trabalhar as HVE articuladas as TD em um curso de formacdo de
professores de Matemadtica. Desta forma, o material foi aplicado com seis alunos do
curso de um curso de Matematica Licenciatura, devidamente matriculados na disciplina
de Geometria Espacial e suas Aplicacdes. A aplicacdo foi dividida em dois encontros:
no primeiro, os alunos utilizaram o GeoGebra Tarefas para submeterem as respostas as
25 questdes do ENEM, sem nenhum recurso adicional; ja no segundo, os alunos foram
convidados a refazer essa lista, porém utilizando um material adaptado com applets para
cada questdo, permitindo que pudessem manipular multiplas formas de representacio
dos solidos e figuras presentes em cada questdo.

Desta forma, a primeira lista, sem os applets, visava verificar os conhecimentos
prévios e desenvolvidos pelos alunos sobre HVE durante uma etapa anterior da
pesquisa. Enquanto isso, a segunda lista objetivava desenvolver as HVE a partir de um
AGD. A partir disso, os dados obtidos serviriam para investigar o papel que o AGD
desempenhou ao trabalhar as HVE com os alunos.

Apds a aplicacdo foi possivel notar também que todos os alunos participantes
apresentaram uma evolucdo ao desenvolverem as questdes entre as duas aplicacdes,
passando de um rendimento médio de 78% para 91%, representando um ganho de
16,67%. Aplicando o Teste t nas médias dos alunos entre as duas aplicagdes, obtemos
um valor-p < 0,05, demonstrando que h4 uma diferenga significativa entre as médias
(Ferreira & Patino, 2015). Este ¢ um indicio relevante para afirmarmos que o material
producido foi util como potencializador do aperfeicoamento das HVE destes

participantes.

292



Consideracoes

Durante a aplicagdio do material desenvolvido, evidenciou-se que os alunos
demonstraram maior facilidade em realizar as tarefas de visualizagdo quando havia um
recurso digital disponivel, visto as possibilidades de manipulagdo e dinamizagdo dos
desenhos geométricos. Além disso, o GeoGebra, base da producdo das atividades
educacional, mostrou ser um recurso eficaz para desenvolver HVE e na organizagdo das

tarefas.
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Resumen

El objetivo de la experiencia educativa fue determinar la efectividad de una actividad de
tipo artistico mediada por GeoGebra como estrategia de aprendizaje significativo en el
estudio de las caracteristicas y transformaciones de funciones en coordenadas
cartesianas, polares y paramétricas. La experiencia se llevo a cabo con docentes de
matemdaticas participantes del curso Profundizacion de Matematicas Elementales de la
Maestria en Docencia de la Matematica (cohorte 2023-1) adscrita al Departamento de
Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional de Colombia. Se concluye que el
uso de GeoGebra para llevar a cabo una actividad de tipo artistico como estrategia
educativa, favorece el aprendizaje significativo y la transferencia de conocimientos
previos al estudio de las grdficas y transformaciones de funciones, beneficiando, ademds,
el dominio relacionado con las dimensiones asociadas a sus elementos basicos,

representaciones grdficas y transformaciones.

Introduccion

La integracion de la tecnologia en la educacion matematica ha transformado los métodos
de ensenanza y aprendizaje. El uso de herramientas tecnoldgicas, como aplicaciones
interactivas y software especializado, ha creado entornos educativos dindmicos que

favorecen la comprension profunda de los conceptos matematicos. Esta revolucion
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educativa se distingue por su accesibilidad, personalizaciéon y enfoque colaborativo,
ofreciendo a los estudiantes la oportunidad de explorar y resolver problemas de manera

activa.

GeoGebra, un software dinamico y de codigo abierto, destaca en la educacion
matematica. Su impacto positivo en la resolucion de problemas, el razonamiento
matematico y el rendimiento estudiantil ha sido respaldado por investigaciones. Este
software proporciona interactividad en tiempo real con objetos matematicos, permitiendo
manipulaciones que dinamizan la representacion de funciones. La exploracion activa y
visual de transformaciones matematicas facilita una comprension mas profunda de los
conceptos (Costa & Del Rio, 2019; Khalil et al., 2018; Mushipe et al., 2019; Zetriuslita
etal., 2019; Mora, 2020; Romero et al., 2022; Yatim et al., 2022).

En particular, GeoGebra se emplea extensamente en el estudio de funciones, destacando
la importancia de ir mas alla de las coordenadas cartesianas. La ensefianza tradicional ha
limitado el enfoque algoritmico y grafico, perdiendo la riqueza epistemologica del
proceso de resolucion de problemas. El aprendizaje significativo de funciones se busca a
través de tres dimensiones: elementos basicos, representacion grafica y transformaciones
(Romero et al., 2022), exploradas no solo en coordenadas cartesianas, sino también en

coordenadas polares y paramétricas.

Las coordenadas polares ofrecen una representacion efectiva de fendmenos matematicos,
siendo particularmente ttiles en trigonometria. Ademas, el sistema paramétrico se destaca
por su practicidad en la modelacion de problemas multidimensionales. La combinacion
de GeoGebra y la exploracion de diversas coordenadas en una actividad matematica
promueve la apropiacion de herramientas tecnoldgicas por parte de los docentes,
fomentando la reflexion sobre el disefio de actividades y la aplicacion de conocimientos

sobre funciones en diferentes contextos geométricos.

Marco tedrico
Las funciones cartesianas pueden originar otras por medio de trasformaciones como
translaciones, reflexiones o comprensiones a partir de operaciones aditivas o

multiplicativas sobre la funcion genérica:
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Multiplicativas
|

Aditivas

Reflexion por el Reflexion por el
eiev eiex

Translacion
horizontal

Translacion
vertical

Compresion
vertical

Compresion
horizontal

Esquema 1. Transformacion de funciones en coordenadas cartesianas.

(Rey, Bulla, Jiménez y Rojas, 2012).

Metodologia

La propuesta se implementd con docentes participantes del curso "Profundizacion de
Matematicas Elementales" de la Maestria en Docencia de la Matematica (cohorte 2023-
1) en la Universidad Pedagdgica Nacional de Colombia. El curso tiene como objetivo
abordar las tres dimensiones del estudio de funciones, y para lograrlo se propuso la
utilizacion del software GeoGebra en conjunto con un taller educativo. Segiin Luna
(2012), este taller se define como un instrumento de ensefianza y aprendizaje que facilita
la apropiaciéon de conocimientos, habilidades o destrezas a través de la realizacion y
discusion de actividades entre los participantes, incluyendo tanto a los estudiantes como

al profesor en el rol de mediador.

La primera actividad se enfocd en identificar las transformaciones de funciones en
coordenadas polares y paramétricas, siguiendo la idea del esquema 1 (ver esquema 2 y
3). El objetivo fue explorar las posibles transformaciones en estos sistemas, preparandose
para la segunda actividad. En esta iltima, los participantes crearon una animacion artistica
de su eleccion que incorporara transformaciones de funciones en los tres sistemas
coordenados. La tabla 1 presenta las principales herramientas empleadas del software

para dar forma a la obra artistica.
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Multiplicativas

e

c>0 c<0

|

| | | (=)
Expansién ¢ unidades } [ contraccién ¢ unidades ]

(traslacién del origen ¢ (traslacién del origen ¢ ( 51 -60c°. ) i6 3
H 5 Rotacidn -60c®. (Rotaclon 60c ] periédica no peridica v ]
Reflexion Reflexion
v vertical. horizontal.

unidades a la derecha). || unidades a la i
Expancién c veces

sin traslacién
del origen. Expancién f(c)
vec
v

[ Si ¢ es par, la forma se repite 2c veces. J

c<0 c>0

Si c es impar, la forma se repite ¢ veces.

Esquema 2. Transformacion de funciones en coordenadas polares.

( Funciones \
@/

Suma

Traslacion
horizontal

t — - fx)'c

vertical

Relfexion

Traslacion

= horizontal y | Fompresién | Eompresior Misma en X
Eney Enfo)y C horizontal | [ vertical figura Relfexion
I Enc ] End [ pbs I Enf(c) ” En f(d) I eney | Unonzontal | [ Verical | |“omoren et

horizonal

Esquema 3. Transformacion de funciones en coordenadas paramétricas.

Tabla 1. Algunas herramientas de GeoGebra para la construccion de animaciones.

Nombre Icono/forma Funcionalidad Ejemplo

Se utiliza para

dar movimiento

Deslizado a=2 (desplazar) a las i

r —— funciones y sus !
transformaciones
’ Desplazamiento horizontal

de la funcion (x) = x3.

Se utiliza para
definir funciones
a trozos. [

|
Si(x < 1,x3,x)

Comando
“Si” Si( Condicién, Entonces, Sino )
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h(X) — {x3 six<1

xsix>1
Funcion(Funcion, Se utiliza para
Comando | extremo inferior del restringir el
“Funcion” | intervalo, extremo dominio de una £
superior del intervalo) funcion. Funciéon(x?,—1, 1)
) )

fG) =3, [-1,1]

f(x) = x2 en coordenadas
polares:

Curva(cos(t) f(t),
sen(t)f(t), t, —m, )

., Se utiliza para
Curva(Expresion, 174 pa

o . definir funciones
Comando | Expresion, Parametro,

“Curva” | Valor inicial, Valor en coordenadas . 2
final) polares y funciones f(x) = x%y

paramétricas.

Parametrizacion de las

gx) =x+2:

Curva(f(t), g(t),t 0,10)

Resultados
Una de las producciones finales de los docentes participantes fue la animacion

“Universo”:

Imagen 1. Animacion "Universo".

298



Como el objetivo de esta propuesta es mostrar a GeoGebra como una alternativa educativa
para abordar las tres dimensiones del estudio de funciones establecidas por el aprendizaje

significativo (Romero et al., 2022), algunos resultados conseguidos en la construccion de

la animacién “Universo” fueron:

Tabla 2. Resultados de la propuesta en la animacion “Universo”.

Algunas caracteristicas y transformaciones de funciones en la animacion
“Universo”

En coordenadas cartesianas

En coordenadas polares y
paramétricas

Para disefiar la trayectoria de la nave, los
participantes  aplicaron, en primera
instancia, una translacion horizontal,
una vertical y una comprension vertical
a la funcion cuadratica f(x) = x2,
generando la curva verde:

Luego, insertaron la funcién tangente
hiperboélica g(x) = tanh (x):

Posteriormente, las combinaron mediante
el comando “Si”, generando la trayectoria
final descrita por una funcion a trozos:

LN

)

Después notaron que el dominio de la
funcion a trozos son todos los numeros
reales, por tal motivo, aplicaron un
deslizador que lo restrinja para que el
movimiento de la nave se realice solo
sobre el intervalo cerrado [—12.2, 1.5].

Al hacer dicha restriccion observaron
coémo la “altura” de la trayectoria también
fue afectada: definida en matematicas
como rango de la funcion, paso6 de ser el
intervalo infinito [—3.4, c0) a convertirse
en el intervalo cerrado [—3.4, 0.4].

En este sentido, los participantes
reconocieron la relacion de dependencia

Para disenar la forma a la cual la nave se
acerca, los estudiantes convirtieron en
coordenadas  polares, mediante el
clomando “Curva”, la funcion j(x) =
= VX (curva amarilla):

N

Para dar movimiento, aplicaron un
deslizador que modifico el dominio, en
este caso, el angulo. Simultdneamente se
generd una expansion sin afectar la
posicion del origen. A medida que el
angulo aumento, la forma paso6 de ser una
espiral a convertirse en un anillo:

S

Bajo un razonamiento similar al de la
situacion ~ experimentada  en  las
coordenadas cartesianas, los estudiantes
reconocieron las  condiciones  que
modificaron una funcién en coordenadas
polares: interpretaron los valores del
angulo como el dominio de la funcion y
los valores del rango como su radio. Al
haber modificado el 4ngulo, observaron
que el radio también se modificaba.

Anélogamente sucedid con la
construccion de la circunferencia verde. A
través del comando “curva”  se

parametrizd y posteriormente se aplicd
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entre juntos elementos, permitiéndoles
deducir que, para alterar el rango de
cualquier funcidén, basta con modificar su
dominio.

una traslacion vertical y horizontal. Con
ello se generd el mismo andlisis respecto
al dominio y rango de tal funcion
parametrizada.

Conclusion

La propuesta educativa requiere que los docentes del curso comprendan conceptos como
dominio, rango y transformaciones de funciones en diversas coordenadas, estableciendo
relaciones entre sistemas de representacion algebraicos y graficos. Al proponer estas
actividades, se les brinda la oportunidad de adoptar un enfoque innovador en la ensefianza
de las matematicas, integrando la motivacion, el uso de software matematico y situaciones
problematicas para dar sentido a la actividad en el aula. Segun Costa y Del Rio (2019),
los conocimientos que los docentes aplican podrian no coincidir naturalmente con los de
sus estudiantes, representando un saber por construir en lugar de un saber previo. La
estrategia de vincular el arte con la matematica mediante software como GeoGebra
resultdé beneficioso para afianzar los elementos asociados a las dimensiones del
aprendizaje significativo en el estudio de funciones, siendo reconocido positivamente por

profesores y estudiantes, segiin Yatim et al. (2022).
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Nivel educativo: 3

Palabras clave: Magisterio, isometrias, discusion en gran grupo, oportunidad de
aprendizaje.

Resumen

La investigacion ha demostrado que el profesor debe tener en cuenta la interaccion
social entre los estudiantes cuando planifique la accion docente. Este es un estudio
conjunto de la perspectiva discursiva en el que analizaremos la riqueza de una
discusion en gran grupo con el uso de GeoGebra. Consideramos que la discusion sera
rica si se detectan oportunidades de aprendizaje. Aplicamos métodos cualitativos e
interpretativos al andlisis de datos de clase en el Grado de Magisterio de Educacion
Primaria. Los datos se recogieron a través del andlisis de videograbaciones. Se
encuentran 19 oportunidades de aprendizaje diferentes que se clasifican segun la
orientacion de sus acciones. Se considera un problema potencialmente rico ya que el
Software de Geometria Dinamica crea un entorno formal para el tratamiento de las
isometrias y el entorno colaborativo resulta esencial para la resolucion del problema.

1. Introduccion

El papel de la interaccion social en el aprendizaje de las matemadticas constituye uno de
los temas de investigacion actuales en Didactica de las Ciencias Experimentales. Hay
investigaciones en el area que se centran en coémo el profesor puede orquestar sesiones
de clase que incluyan el uso de la tecnologia. En concreto Ruiz (2012) realiza un
analisis sobre como interviene el uso de GeoGebra en la adquisicion de competencias
geométricas y didacticas en la formacion inicial de profesorado de Primaria. Sin
embargo, son pocas las investigaciones que se han centrado en el estudio conjunto de la
perspectiva discursiva y la instrumental a fin de desarrollar acciones y propuestas
practicas para gestionar discusiones en gran grupo que involucren la tecnologia. Morera
(2013) es una de las pocas investigaciones centrada en las dos perspectivas y realiza un

estudio sobre la ensenanza y el aprendizaje de las isometrias en Educacién Secundaria.
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La comunidad de investigadores en Didactica de las Matemadticas esta interesada en el
desarrollo del conocimiento profesional en los estudios de Magisterio en el area de
geometria, en la que se vienen detectando ciertas carencias. La mayoria de los estudios
abarcan distintas problematicas en torno a la adquisicion de conocimientos geométricos
(Bustos Rubilar y Zubierta Badillo, 2019), asi como la influencia que pueden
desempeiiar las creencias y concepciones de los profesores sobre el aprendizaje de los
alumnos (Giacomone, Godino, Wilhelmi y Blanco, 2018). Podemos encontrar
numerosas investigaciones dentro del grupo de trabajo Aprendizaje de la Geometria de
la Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Matematica (SEIEM). El andlisis
das oportunidades de aprendizaje desde las perspectivas discursiva e instrumental en un
contexto de formacion de futuros maestros de Educacion Primaria es clave por el

elevado interés que suscita en el momento actual.

2. Oportunidades de aprendizaje matematico

Partimos de la base de que consideraremos la aplicacion de una sistematica
potencialmente rica si tenemos evidencias de que se han dado oportunidades de
aprendizaje matematico. Una oportunidad de aprendizaje queda definida por las
acciones que han intervenido en su creacion y la explicacion en cada caso de como la
interaccion de los participantes que han llevado a cabo las acciones ha generado la
oportunidad. Asi, una oportunidad de aprendizaje matematico es la combinacion entre
los contenidos del aprendizaje potencial y las acciones que propician la emergencia de
estos contenidos (Morera, 2013). Caracterizamos las oportunidades de aprendizaje
segun tres tipos, segun la orientacioén de sus acciones:

a) Orientada a contenidos matematicos especificos. Oportunidad orientada a conocer

un contenido matematico concreto, por ejemplo, vector de traslacion.

b) Orientada a diferentes Estrategias. Oportunidad orientada al aprendizaje de una

estrategia, por ejemplo, la de aprender a conjeturar.

c) Orientada a actividades de autorregulacion. Por ejemplo, aprender que es

importante justificar las afirmaciones que se hacen en clase.

Geogebra proporciona una serie de beneficios para los estudiantes con diversas
habilidades y necesidades por lo que puede ser adaptado para satisfacer las necesidades

de estudiantes con discapacidades o necesidades especiales. Ofrece opciones de
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accesibilidad, como lectores de pantalla y ajustes visuales, para garantizar que todos los
estudiantes puedan acceder y participar en las actividades matematicas. Estos beneficios
demuestran como Geogebra es una herramienta poderosa para apoyar una educacion
inclusiva al facilitar el aprendizaje de conceptos matematicos de manera accesible,
interactiva y personalizada para todos los estudiantes Clark-Wilson, A., & Hoyles

(2017).

3. Metodologia

La metodologia de la investigacion es cualitativa. A grandes rasgos, nuestra
investigacion se encuentra dentro del paradigma denominado “investigacion de disefio”
(“design research”) con métodos interpretativos aplicados al andlisis de datos de clase.
Asi, hemos planificado secuencias formativas que implican el disefio de tareas, su
implementacion efectiva y el analisis retrospectivo de la experiencia. Tras cada
implementacion, hemos realizado un proceso de reflexion iterativa que ha permitido re-
adaptar el disefo inicial. (Cobb, Jackson, & Dumlap, 2016).

Los participantes son los 21 estudiantes de 4° curso de Grado de Magisterio de
Educacion Primaria (modalidad bilingiie) del Centro de Estudios Superiores Don Bosco
(Centro Adscrito a la Universidad Complutense de Madrid), dentro de la asignatura
Matematicas y su Didactica III. La profesora que dirige el taller es a su vez la
investigadora. Ademas, tiene relacion con los participantes en el estudio, ya que es la
profesora de la asignatura Matematicas y su Didactica I11.

La secuencia didéctica estd formada por cuatro problemas, los tres primeros sobre
contenidos relacionados con movimientos rigidos en el plano y el ultimo de corte mas
didactico. En este escrito exponemos el analisis de la riqueza de la discusion en gran
grupo del problema 1. El enunciado es el siguiente:

A continuacion, se muestra un plano con cuatro pupitres colocados para
trabajar de manera colaborativa en parejas. Dado el pupitre de color negro,
hemos aplicado diferentes movimientos, obteniendo el resto.

a) Pintad de color azul la figura que sea una simetria axial del pupitre negro, de
verde la que sea un giro, de rojo la que sea una traslacion.

b) Escribid los argumentos en los cuales os habéis basado para la eleccion de
los colores, en un cuadro de texto.

¢) Para el que sea simetria, construid el eje de simetria que transforma el
pupitre negro en el azul.

d) Para el que sea giro, representad el centro de giro mediante un punto.

e) Para el que sea traslacion, construid el vector de traslacion.
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f) Escribid detalladamente los pasos para las construcciones, en otro cuadro de
texto.

N N

NN

Figura 1: Problem 2

Este problema tiene como objetivo trabajar la identificacion visual de las isometrias y la
construcciéon de sus elementos esenciales. Es una actividad para la exploracion,
conjetura y demostracion experimental (Gonzalez-Lopez, 2001). La actividad
exploratoria corresponde a arrastrar por la pantalla los elementos libres en la
construccion geométrica y observar los invariantes que se producen. Asi se constatan
determinadas propiedades y se elaboran conjeturas. El Software de geometria dindmica
sirve para hacer una comprobacion experimental ya que evidenciara la falsedad de la
conjetura si encontramos un contraejemplo; pero si la conjetura es cierta observamos
que se cumple para todas las posiciones, lo cual no constituye una prueba formal, ni
tampoco podemos esperar que la simple constatacion visual sea un elemento motivador
o inspirador de dicha prueba. Mas bien, al contrario, puede constituir un obstaculo dado
que los alumnos no perciben la necesidad de demostrar algo visualmente evidente. Es
conveniente que la profesora clarifique estos términos.

Para cumplir nuestro objetivo de analizar la riqueza de la sistematica se hace necesario
un analisis en profundidad de las video grabaciones. Para ello empleamos el
instrumento ‘Detector de oportunidades de Aprendizaje’ (Morera et al, 2013) adaptado a
dos fases:

1° Estructuracion de la discusion en episodios. Todas las acciones llevadas a cabo seran
objeto de estudio y, por tanto, perteneceran a un episodio.

2° Identificacion, dentro de cada uno de los episodios de oportunidades que pueden ser

orientadas a contenidos matematicos especificos, a estrategias o autorregulacion.
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3. Analisis

Después de la tltima implementacion de la secuencia didactica y tras la transcripcion de
las videograbaciones y el analisis de cada una de las intervenciones. Se ha estructurado
el problema en ocho episodios que tras una Mirada a posteriori vemos como una serie
que tiene significado en su globalidad. Se identifican y caracterizan las oportunidades
de aprendizaje de cada episodio. Tenemos un total de 19 oportunidades de aprendizaje

que resumimos en la siguiente tabla, clasificadas seglin su naturaleza.

Tabla 1. Oportunidades de aprendizaje

Naturaleza Oportunidades de aprendizaje

Orientadas 1.Revisar la nocion de simetria. 2. Revisar la nocion de giro 3.
contenidos Revisar la nocion de traslacion 4. Repasar los elementos que definen
matematicos un vector 5. Recordar qué es la mediatriz 6. Aprender que el eje de
especificos simetria coincide con la mediatriz de dos puntos homologos

cualquiera. 7. Aprender procedimientos generales y particulares
Orientadas  para encontrar el centro de giro
diferentes 8. Aprender a conjeturar 9. Aprender a argumentar empiricamente,
estrategias utilizando el arrastre 10.Aprender la importancia de buscar distintas
alternativas cuando una estrategia no funciona 11.Aprender que
existen varios procesos para resolver un problema 12.Recordar la
importancia de argumentar empiricamente y la posibilidad de
hacerlo utilizando el caracter dinamico del SGD 13.Aprender la
necesidad de justificar ~mediante argumentos matemdticos
Oportunidad /4. Aprender la necesidad de encontrar una estrategia general para

es de resolver un ejerciciol I point Times Italic
autorregulac /5 Aprender la necesidad de expresarse con el lenguaje matemdtico
ion adecuado 16.Aprender la importancia de preguntarnos conexiones

con otras situaciones 17.Aprender la importancia de visualizar la
explicacion matematica 18.Aprender la importancia de estar atentos
vy participativos en las discusiones en gran grupo 19.Aprender la
importancia de plantear otros casos como contraejemplos de la
solucion dada

Cabe destacar que las oportunidades de aprendizaje 1,2,15,19 aparecen en dos
ocasiones. Ademas, 9 y 12 resultan similares ya que 12 afiade que la importancia de que
los alumnos se hagan conscientes de la importancia de utilizar el caracter dindmico de
GeoGebra.
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4. Discusion y conclusiones

Consideramos el problema potencialmente rico por el nimero de oportunidades de
aprendizaje distintas que se detectan en la Gltima implementacion de la secuencia. Sin
embargo, el concepto de riqueza de un problema no es intrinseco al propio problema,
sino que va acompanado de su gestion en el entorno de ensefianza-aprendizaje, tanto por
parte de la profesora como del grupo-clase. Tras considerar el problema como rico, cabe
preguntarse qué factores pueden haber influido para conseguir esta riqueza.

La planificacion minuciosa de la clase, por parte del profesor, debe tener en cuenta las
diferentes estrategias que pueden seguir los alumnos y que el uso del SGD puede
modificar las caracteristicas del problema. Asimismo, deben introducirse preguntas que
guien la discusion hacia los diferentes aspectos a tratar, pero permitiendo a los alumnos
actuar e intervenir por propia iniciativa. Ademads, el tratamiento que haran los
estudiantes sobre el SGD puede cambiar sustancialmente si estan trabajando en forma
individual, por parejas o en grupo. Durante el trabajo previo a la discusiéon con el SGD
el profesor debe permanecer atento a las diferentes actuaciones de los alumnos, teniendo
presente la anticipacion del problema y los contenidos que se quieren abordar. Después,
se deben seleccionar situaciones que ayuden a encaminar la discusion hacia los
objetivos que se han puesto durante el disefio del problema. Se recomienda orquestar la
discusion en gran grupo desde el andamiaje de la solucion seleccionada para ser
expuesta y de las intervenciones de los participantes.

Asumiendo la complejidad de analizar todos los factores que influyen en la riqueza de
un problema, entendemos que las dos caracteristicas basicas del disefio experimental de
esta investigacion son claves: el entorno tecnoldgico y el entorno colaborativo. Por un
lado, el SGD crea un entorno formal para el tratamiento de las isometrias. La tecnologia
ha permitido justificar empiricamente, mediante la modificacion de los elementos que
intervenian en el problema.

Por otro lado, el entorno colaborativo ha sido esencial para la gestiéon del problema.
Concluimos como Bustos Rubilar & Zubierta Badillo (2019) que el hecho de
intercambiar ideas o puntos de vista los ayuda a mejorar sus validaciones y a

comprender el significado de justificar en matematicas.
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Palabras clave: Aula del Futuro, Situacion de Aprendizaje, Explora, 3D.

Resumen

El objetivo de esta comunicacion es presentar cada una de las zonas que componen el
Aula del Futuro y mostrar las posibilidades de la herramienta GeoGebra en cada una de
las distintas zonas, atendiendo a la evolucion exponencial que ha tenido a lo largo de los
ultimos anos. Una evolucion en la que las posibilidades de GeoGebra en el Plano, el
diserio 3D que incorpora, las representaciones en realidad aumentada cada vez mas
depuradas y la posibilidad de generar modelos que se puedan imprimir en impresoras
3D, van en sintonia con los objetivos y competencias que se pretende desarrollar en el
alumnado en cada una de las seis zonas que componen el Aula del Futuro.

A lo largo de la comunicacion se presentaran distintas posibilidades del uso de GeoGebra
en cada uno de los espacios que componen el Aula del Futuro y ejemplos realizados con
GeoGebra para ser utilizados en estos espacios sin tener necesariamente que estar
centrados en el area de matemadticas.

No cabe duda de que cuando
entramos en el espacio educativo que
supone el Aula del Futuro, ya
observamos que la distribucion de los
materiales, las distintas zonas

existentes, la disposicion de los

recursos de cada zona y la
disposicion de las personas que se intuye en cada una de ellas, invita a trabajar con
planteamientos mas innovadores y diferentes a la ensefianza tradicional del siglo pasado.
Los recursos y espacios permiten al alumnado decidir donde y como aprender, explotando al
maximo su talento, su creatividad y facilitando la elaboracion de productos con los que

valorar el grado de adquisicion y comprension de los contenidos trabajados.
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El Proyecto Aula del Futuro comienza su andadura en 2012, pero no es hasta el afio 2017
cuando el Ministerio de Educacion Espafiol crear el primer Aula del Futuro en la sede del

INTEF (Instituto Nacional de Tecnologias y Formacion del Profesorado). En los tltimos

afios el proyecto Aula del Futuro ha sido impulsado desde el INTEF
con la iniciativa de crear un Ala del Futuro en cada comunidad
autonoma. Buena parte de estas comunidades autonomas se ha dado

un impulso atin mayor creando Aulas del Futuro en los centros

En el espacio Aula del Futuro que se explica en la Imagen 1, se

Imagen 1

plantean seis zonas diferentes que han sido especialmente disefiadas
con el objetivo de que el alumnado desarrolle sus competencias. Zonas en las que existe
una gran cantidad de herramientas digitales que se ponen a disposicion del alumnado para
hacerlo protagonista de su propio proceso de aprendizaje.

El objetivo de esta comunicacion es presentar cada una de las zonas que componen el
Aula del Futuro y ver las posibilidades de la herramienta GeoGebra en cada una de ellas.
Zona interactua

Zona equipada con un panel un interactivo. Esta zona ilustra como utilizar la
tecnologia en un aula tradicional para fomentar la interaccion y la participacion del
alumnado. Proporciona la oportunidad de experimentar formas de ensefanza y aprendizaje
mas interactivo dentro de un entorno tradicional con la ayuda de hardware, software y
contenidos especificos.

Entre las habilidades del siglo XXI que se pretenden desarrollar en este espacio
destacamos: Pensamiento  critico, Resolucion de problemas, Razonamiento
cuantitativo, Pensamiento logico, Autorregulacion, Determinacion y Perseverancia. La
herramienta GeoGebra en esta zona tendria una posicion de herramienta que puede servir
de ayuda para tomar decisiones sobre como se va a afrontar una determinada
situacion de aprendizaje, pero no seria una herramienta importante en esta zona para
materias distintas a las matematicas. En este caso no vamos a mostrar ningiin ejemplo
concreto para esta zona ya que cualquier construccion en general podria servir para
que el grupo de alumnos y alumnas tomaran decisiones sobre coémo comenzar el

trabajo.

Zona desarrolla

Una zona tranquila donde el alumnado tienen acceso a distintos recursos, puede realizar

investigaciones, trabajo individual y aprender de modo informal. Esta zona se puede usar
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para desdibujar los limites entre el aprendizaje en el hogar y en la escuela

y esta dotada con una mesa grande, sillas, tablets, portatiles y un escaner 3D. Esta zona

permite al alumnado realizar manualidades, ver videos en
YouTube, escuchar podcasts, participar en juegos interactivos,

@) (=)
0, ,;ﬂ a2
T "
. . . . h_- 4
copiar objetos 3D y experimentar con programas y aplicaciones. a -
Este espacio pretende que el alumnado pueda realizar el trabajo de @_I i;'-"_-.&l =1

manera independiente y autonoma. Asi, entre las habilidades del
Imagen 2

siglo XXI que se pretenden

desarrollar en este espacio destacamos: Creatividad, Innovacion, Autorregulacion,

Autorreflexion, Determinacion y Perseverancia.

En esta zona se muestra un espacio en el que el alumnado pueda
trabajar de forma individual, aunque no debemos pensar
solamente en un trabajo individual dada la

flexibilidad de espacios. Algunos ejemplos de uso de GeoGebra

en la zona Desarrolla lo mostramos seguidamente:

Imagen 3

.- Construir un libro Pop-Up. Es una construcciéon que puede
pensarse y desarrollarse para cualquier materia. En el QR de la imagen 2 se puede

acceder a una construccion con GeoGebra de este tipo de POP-Up.

2.- Conocer la letra del DNI. En esta ocasion se presenta una
construccion en la que nos devuelve la letra del DNI una vez
conocido el nimero. En el QR de la imagen 3 se puede acceder a una

construccion con GeoGebra sobre el DNI.

3.- Construccién de un avidn de papel. Aqui lo que se muestra es una

Imagen 4

construccion en la que el alumnado debe trabajar de forma

individual y razonar sobre los movimientos que se producen en papiroflexia para
trasladarlo a 3D en GeoGebra. Esto nos puede servir de ejemplo para construcciones
similares en otras materias. En el QR de la imagen 4 se puede acceder a una construccion

con GeoGebra sobre un avion realizado con papiroflexia.

Zona explora

Un area particularmente disefiada para desarrollar trabajo en pequefios grupos con la
supervision pasiva del docente. Es ideal para desarrollar trabajo colaborativo y apoyar
escenarios de aprendizaje basados en proyectos, fomentando los equipos de trabajo y las

habilidades para la direccion de proyectos y la comprobacion de hipdtesis.
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Asi, entre las habilidades del siglo XXI que se pretenden desarrollar en este espacio
destacamos: Pensamiento critico, Resolucion de problemas, Colaboracion, Razonamiento
cuantitativo, Pensamiento computacional y Pensamiento logico.

En esta zona, en la que el alumnado trabajard comprobando hipétesis o afianzando

ideas, la herramienta GeoGebra se muestra como un recurso con
el que contrastar las hipotesis. En este caso proponemos dos ejemp
1.- En un triangulo cualquiera seleccionamos un punto al azar en

cada uno de sus lados. ;Qué probabilidad existe de que el area

del tridngulo dibujado sea inferior 1/n del area del triangulo

_Imagen 5

inicial? Para comprobar una posible hipotesis, el alumnado podria ir aproximando esa
probabilidad repitiendo el suceso varias veces y utilizando la ley de los grandes nimeros
como se observa en el QR de la imagen 5.

2.- Se estima que para el afio 2000 a.C. fueron los babilonios los que tuvieron las primeras

aproximaciones al calculo de este nimero, ellos se dieron cuenta de que la

circunferencia de un circulo suele ser un poco mas de tres veces,
el equivalente a su diametro.
En el siglo III a.C., Arquimedes estableceria su valor en 3,14 tras

utilizar poligonos para afinar su célculo. A partir de ahi, el nimero

fue adquiriendo mayores aproximaciones. Realizamos con

Imagen 7

GeoGebra una construccion que simule el procedimiento seguido

por Arquimedes para aproximar el nimero . En el QR de la imagen 6 se puede acceder

a la construccion correspondiente con GeoGebra.

Zona investiga

Una zona flexible para el trabajo en grupo, para el desarrollo de
proyectos y actividades practicas. Este espacio esta dotado de
mesas individuales que se pueden organizar de distintas formas

dependiendo de la actividad. Las mesas cuentan con tecnologia

integrada y conexion a redes. Ademas, dispone de materiales para

Imagen 7

realizar actividades de Ciencias y Tecnologia. Este es el lugar

idoneo para trabajar con los compafieros y compaifieras, explorar, investigar pequefios
objetos usando los ordenadores portatiles y los microscopios, desarrollar habilidades para

la resolucion de problemas, utilizacion de Legos, la programacioén con robots o
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el uso de la realidad aumentada. Este espacio pretende que el alumnado pueda
descubrir por si mismo dandole la oportunidad de adoptar un papel activo
y preeminente. Asi, entre las habilidades del siglo XXI que se pretenden desarrollar en

este espacio destacamos: Pensamiento critico, Resolucion de problemas, Colaboracion,

Razonamiento cuantitativo, Pensamiento l6gico y
Perseverancia.
Las posibilidades que GeoGebra ofrece para esta zona se enmarcan

dentro de la realidad aumentada. En este caso hemos seleccionado

una construccion matematica que vamos a representar en el Aula del
Imagen 8

Futuro de forma que sirva de ejemplo.

En el QR de la imagen 7 se puede acceder a la construccion realizada con GeoGebra
en la que se representan varias superficies. Principalmente es la superficie de Dini
adornada con otras a modo de florero.

Por otra parte, en el QR de la imagen 8 se puede acceder a un video en el que se observa
codmo se sitlia, utilizando las posibilidades de Realidad aumentada de GeoGebra, dentro

del Aula del Futuro.

Zona presenta

Un area para que docentes y alumnado lleven a cabo las presentaciones de sus trabajos,
sus investigaciones, etc. Dispone de un panel digital y bancos en gradas, lo que
permite a todas las personas participantes verse unos a otros como en un foroy favorece
la participacion y la discusion.

Este espacio pretende que el alumnado pueda presentar, entregar y obtener

retroalimentacion sobre su trabajo. Asi, entre las habilidades del siglo XXI que se

pretenden desarrollar en este espacio destacamos: Creatividad,
Innovacion, Comunicacion, Colaboracion y Autorregulacion.
Las posibilidades de GeoGebra en esta zona se amplian a todas

las materias. La adecuada configuracion y la realizacion de

construcciones que pueden utilizarse para

Imagen 9

presentar conclusiones, productos e investigaciones de situaciones
de aprendizaje son indiscutibles. Unas presentaciones interactivas que sirven de apoyo

para hacer la defensa de proyectos. En este caso vamos a mostrar tres ejemplos distintos:
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1.- Funcionamiento en Red de una empresa. En este caso, la interactividad de la
herramienta nos permite observar el funcionamiento en forma de red, ddndonos una idea
visual y activa de este

funcionamiento. En el QR de la imagen 9 se puede acceder a la construccion realizada con
GeoGebra en la que se representa esta red.

2.- Indice NPS. EI NPS (Net Promoter Score) es un sistema y un indicador para medir la

satisfaccion del cliente y también medir la lealtad. Su primera @ @

referencia aparecié en 2003, en el articulo titulado "The One Numk CET

You Need to Grow", escrito : ".."I:
. it |

por Reichheld y publicado en Harvard Business Review. @,511!.

Como sistema de medicion, el NPS tiene un Unico objetivo: descubrir

Imagen 10

la probabilidad de que una persona recomiende una
marca, una empresa, un producto o un servicio a otra persona. En el QR de la imagen

10 se puede acceder a la construccion realizada.

Zona crea

Esta zona estd dedicada a la creacion de los productos finales, bien sean videos,
presentaciones, elementos 3D, etc. La zona incluye un croma que esta colocado en la
pared y que permite al alumnado demostrar su grado de comprension y presentar sus
trabajos usando medios multimedia. Permite al alumnado desarrollar su creatividad y sus
habilidades comunicativas, ademas de proporcionarles un entorno real para el desarrollo
de sus habilidades de presentacion y de trabajo en grupo.

El alumnado pasa a ser creador de contenidos. Asi, entre las habilidades del siglo XXI que
se pretenden desarrollar en este espacio destacamos: Creatividad, Innovacion,
Comunicacion y Colaboracion. En este caso los ejemplos que vamos a mostrar son de
materializacion de elementos que se pueden utilizar en una situacion de aprendizaje. Aqui

se muestran varias construcciones que se han impreso en 3D.
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Esfera dentro de un Cubo

Imagen 12. —

®)re s ()
' 2

TImagen 13

Superficie de Dini

En geometria, una superficie de Dini es una superficie con curvatura constante

negativa que puede construirse girando una pseudoesfera. Recibe su nombre de

Imagen 14. —

Ulisse Dini.

TImagen 15

Hiperboloide

Imagen 16. —

N

TImagen 17

317




Botella de Klein

La botella de Klein es una superficie no orientable que se puede describir como un

objeto con una sola cara y sin borde.

Imagen 18. —

=

oH

TImagen 19

Tetraedro de Sierpinski

El Tetraedro de Sierpinski, es una generalizacion tridimensional del conocido

triangulo Sierpinski..

Imagen 20. —

ChT90

TImagen 21
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Nicleo tematico: GeoGebra en el ambito STEAM Modalidad:

CB

Nivel educativo: Medio o secundario

Palabras clave: Transformaciones planas — Optica Geométrica — Caleidoscopios —
Simulaciones

Resumen extendido

Los caleidoscopios ofrecen un escenario ideal para el estudio de las transformaciones
del plano y sus composiciones, en conjunto con los conceptos de la optica geométrica.
La integracion de GeoGebra en este estudio proporciona una herramienta con la cual
los estudiantes pueden elaborar y someter a prueba conjeturas vinculadas con los
conceptos geométricos involucrados, asi como también crear simulaciones de
caleidoscopios, poniendo en juego los conceptos adquiridos.

En este trabajo se presenta una propuesta diddctica que combina todos estos elementos
en el marco de la educacion STEAM (ciencia, tecnologia, ingenieria, arte y
matemdaticas).

Ademas de la propuesta diddctica y su fundamentacion, se relatard la experiencia
llevada a cabo con los estudiantes de un tercer ainio de una escuela secundaria

(alumnos de 14-15 arios) en Argentina.

Introduccion

La palabra caleidoscopio tiene origen griego: kalds, bella, éidos, imagen y scopéo,
observar. Es decir que significa “observar imagenes bellas”. Se trata de dispositivos que,
a partir de la combinacién de espejos y las sucesivas reflexiones que ocurren en ellos,
permiten la formacion de imagenes con simetrias muy agradables a la vista.

En este escrito se aborda la utilizacion de los caleidoscopios como una herramienta idonea
para el estudio de las transformaciones del plano y los conceptos de Optica geométrica,
respaldado por estudios previos (Kaplan, et al. 2015; Millan 2016).

La integracion de GeoGebra en esta propuesta ofrece a los estudiantes una herramienta
para formular conjeturas relacionadas con los conceptos geométricos involucrados, asi
como crear simulaciones de caleidoscopios que les permiten poner en practica los

conocimientos adquiridos.
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Este trabajo presenta una propuesta didactica en cuatro etapas, que combina todos estos
elementos dentro del marco de la educacion STEAM (ciencia, tecnologia, ingenieria, arte

y matematicas).

Ademas de la descripcion de la propuesta y su justificacion teorica, se compartird la
experiencia llevada a cabo con estudiantes de tercer afio de una escuela secundaria en

Argentina, cuyas edades se comprenden entre los 14 y 15 afios.

La propuesta didactica

Como se menciond anteriormente, la propuesta consta de cuatro momentos con objetivos
y dindmicas diversas.

El primer momento propone a los estudiantes construir un caleidoscopio, en forma grupal.
Esta tarea supone en si misma la articulacion de diversos conceptos matematicos para su
consecucion exitosa (concepto de cilindro, de prisma, inscripcion de un poligono en una
circunferencia, etc.).

En el segundo momento, se presentan preguntas que los invitan a analizar las imagenes
producidas y a conjeturar acerca de las propiedades matematicas de las mismas.

Las preguntas, disponibles en https://www.geogebra.org/m/pgxekept, estan formuladas de

forma tal que los estudiantes pueden responder con sus palabras en base a lo observado y,
mas adelante, una vez institucionalizados los conceptos matematicos, volver a responder
incorporando ya la terminologia propia de este campo de la matematica.

A partir de estas preguntas, se espera que los estudiantes logren formular algunas
conjeturas con relacion a la composicion de transformaciones, como que la composicion
de dos reflexiones con respecto a dos rectas paralelas equivale a una traslacion, o que la
composicion de dos reflexiones con respecto a dos rectas que se intersecan equivale a una
rotacion. También cabe preguntarse cudl es el vector que rige la traslacion en el primer
caso y cudl es el centro y el angulo de rotacion en el segundo.

Esto conduce al tercer momento de la secuencia, en el cual se propone el uso de GeoGebra
para explorar y someter a prueba las conjeturas formuladas.

Con GeoGebra se puede tomar una imagen o una figura cualquiera y someterla a una
combinacion de transformaciones de manera dindmica (algunos ejemplos en Rizzo, 2020).
A modo de ejemplo, considérese el caso de la composicion de reflexiones con respecto a
dos rectas paralelas. Se puede insertar una imagen o figura, crear dos rectas paralelas y

efectuar las dos reflexiones sucesivas (ver Imagen 1). Al mover la imagen original, se
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puede visualizar el efecto sobre la imagen final y elaborar una conjetura sobre la relacion

entre las posiciones de ambas imagenes con respecto a las rectas. Asimismo, si

se acercan y alejan entre si las rectas se puede comprobar el efecto de la distancia entre
estas sobre la posicion final de la imagen. Es decir, se puede experimentar para arribar a

conclusiones sobre fenomenos geométricos.

Imagen 1 — Construccion en GeoGebra para explorar la composicion de reflexiones con respecto a
dos rectas paralelas.

En este punto se propone la realizacion de una instancia de institucionalizacion, en la cual
se nombran las transformaciones que han ido emergiendo en la actividad, sus propiedades
y las conclusiones a las que se haya podido arribar a partir del trabajo con GeoGebra. Al
repetir el cuestionario inicial, se puede evaluar si los estudiantes han logrado apropiarse
del vocabulario matematico especifico.

En el cuarto momento, se utiliza GeoGebra para crear una simulacion de caleidoscopio
que permite la formacion de imagenes bellas similares a las logradas con este, pero
utilizando tecnologia y matematicas en lugar de espejos. La construccion (que puede
aprenderse en Del Rio, 2021) implica la puesta en juego de todo lo abordado
anteriormente.

El uso de colores dindmicos y rastro (Losada Liste, 2014) para la creacion de estos
caleidoscopios virtuales, otorga un valor adicional permitiendo a los estudiantes crear
bellas y divertidas figuras (ver Imagen 2) y acercarse a las matematicas de un modo

amigable.
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Florencia

Imagen 2 — Ejemplos de las imagenes que pueden lograrse utilizando el applet disponible en
https://www.geogebra.org/m/renpzykt.

La experiencia aulica

La experiencia que aqui se comparte se desarrolld en un tercer afio de un instituto de
educacion secundaria basica del Gran Buenos Aires, Republica Argentina. El curso estaba
constituido por 40 alumnos de entre 14 y 15 afios. Se desarroll6 en el afio 2021 en el
marco de la pandemia de COVID 19, por lo que alrededor de la mitad de los alumnos se
encontraba cursando presencialmente y la otra mitad participd en forma virtual.

En este caso, la construccion fisica de los caleidoscopios se dejé como actividad para el
hogar para los estudiantes, para lo cual se pusieron a disposicion algunos tutoriales.

Se les comparti6 la guia de preguntas enlazada en la seccidn anterior de este trabajo,
mediante una actividad de GeoGebra Classroom para que ellos expliquen con sus propias
palabras, en forma grupal, la relacion entre las imagenes que observaban en un
caleidoscopio.

Es curioso observar las respuestas proporcionadas por los estudiantes, ya que los mismos
se sintieron condicionados por el contexto de la clase y se refirieron en buena medida a la
matematica que se les ensefia en el ciclo lectivo anterior: mayoritariamente mencionan
conceptos como “angulos opuestos por el vértice”, “comparten dos vértices y un lado
(angulos consecutivos)”, etc. A partir del debate grupal se consiguié avanzar en la

direccion que se esperaba.
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Imagen 3 - Estudiantes explorando sus caleidoscopios.

A continuacion, durante la exploracion de los alumnos, se fueron introduciendo los
términos matematicos especificos vinculados con las imégenes observadas. Al finalizar la
clase, se realizd una institucionalizacion de los saberes puestos en juego durante la
actividad.

La ultima etapa consistio en la realizacion de actividades de exploracion de las
transformaciones mediante GeoGebra Classroom, donde, ademas, se adiciono una vez
mas, la actividad propuesta en la primera parte, pero esta vez se solicitd la utilizacion de la
terminologia matematica aprendida. Para ello se utilizo el libro GeoGebra disponible en:

https://www.geogebra.org/m/mfsnag6h.

Alli se pudo observar que pudieron apropiarse del recientemente introducido lenguaje
matematico al reformular sus respuestas a las preguntas iniciales haciendo uso de este.
También lograron interpretar y describir las imagenes producidas por sus propios

caleidoscopios utilizando todo lo aprendido.
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Respuesta

Entre t1y t3 hay reflexion; entre 8, t11 y t15 hay reflexion de una reflexion que es una traslacion de t15 a t8; entre t14, t13 y t4 hay reflexion de una reflexion
que es una rotacion de t14 a t4.
(Se que los triangulos no estan bien marcados pero es porque no todas las rectas coinciden con todos los triangulos).

Imagen 4 — Ejemplo de una de las actividades realizada por un grupo de estudiantes.

Conclusiones

En este trabajo se present6 una propuesta didactica que permite abordar conceptos de la
geometria en vinculacion con la ciencia, el arte y la tecnologia. Si bien en la literatura
pueden encontrarse estudios previos en los cuales se promueve el uso del caleidoscopio
para el tratamiento de estas tematicas en el aula, no se han encontrado propuestas
concretas con consignas que indiquen como arribar a los saberes matematicos a partir de la
interaccion con los dispositivos. Tampoco se encontraron antecedentes de vinculacion con
GeoGebra como herramienta para explorar mas en profundidad y en forma dinamica los
conceptos y propiedades involucrado.

La experiencia compartida en este escrito es un ejemplo de coémo la ensefianza de las
matematicas puede ser enriquecida a través de actividades practicas y la integracion de
recursos tecnoldgicos, incluso en un contexto desafiante como lo fue la pandemia de
COVID- 19. Los alumnos lograron construir caleidoscopios y explorar las imagenes que
estos generaron.

La utilizacion de GeoGebra facilit6 la introduccion de la terminologia matematica y
permiti6 a los alumnos profundizar su comprension a través de actividades de exploracion.
Esta integracion exitosa entre el trabajo préctico, la reflexion tedrica y el uso de tecnologia
evidencia como los estudiantes lograron apropiarse del lenguaje matematico y aplicarlo en

la descripcién e interpretacion de las imagenes generadas por sus propios caleidoscopios.
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Nucleo tematico: GeoGebra en el ambito STEAM Modalidad:

CB
Nivel educativo: Bachillerato
Palabras clave:  Aprendizaje  Interdisciplinario, = GeoGebra,  Simulaciones

Computacionales, Nivel Medio Superior, STEM

Resumen

En el presente trabajo, se dan a conocer los resultados obtenidos de una investigacion
cualitativa que tuvo como objetivo, documentar el proceso de refinamiento de modelos
graficos y computacionales construidos por estudiantes de nivel medio superior durante
la implementacion de una SDI basada en los Principios de Actividades Detonadoras de
Modelos (MEA's) y la Educacion STEM. Lo anterior, con el objetivo de desarrollar en
los estudiantes un aprendizaje interdisciplinario. La problematica que se presenta a lo
largo de la SDI, es entorno al movimiento cinemdtico de los brazos de Robot de dos
grados de libertad y su inclusion en los procesos de produccion de alimentos. Para lo
cual, fue necesario que los estudiantes hicieran uso de GeoGebra para simular el
movimiento cinemdtico de los brazos de robot, partiendo inicialmente del diserio de
modelos grdficos. Durante el proceso de construccion y refinamiento, los estudiantes
lograron conocer e identificar las partes del brazo de robot y las caracteristicas y
propiedades de su movimiento cinemdtico, ademas, lograron asociarlas con elementos
geométricos para representar caracteristicas especificas. También, exhibieron
soluciones a las actividades y elaboraron simulaciones donde pusieron en juego su
imaginacion, creatividad, conocimientos previos y nuevos, asi como procesos de las
diferentes disciplinas involucradas.

Problematica

Dentro de la educacion, la interdisciplinariedad puede verse como una estrategia
pedagbgica que promueve la interaccion entre diferentes disciplinas (Zarate, 2007). Dicha
estrategia tiene como objetivo fundamental, desarrollar en los estudiantes un aprendizaje
interdisciplinario, el cual es entendido como la integracion de una serie de contenidos
conceptuales, procedimentales y actitudinales para la aplicacion de ideas o la solucion de
problemas interdisciplinarios en contextos reales (Martin-Paez et al., 2019). Pero, ;Como

fomentar la educacion interdisciplinaria? En este sentido, la educacion en Ciencia,
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Tecnologia, Ingenieria y Matematicas (STEM, por sus siglas en inglés) es una alternativa

para preparar individuos capaces de abordar los inmensos desafios del

futuro; esto, por medio de conexiones interdisciplinarias entre los diferentes campos que la
componen y el desarrollo de habilidades denominadas del siglo XXI (Véazquez, 2017). El
objetivo principal de la educacion STEM es que los estudiantes desarrollen la
alfabetizacion STEM, la cual se refiere a la capacidad de comprender y aplicar el
contenido de las disciplinas antes mencionadas para resolver problemas dentro de un
contexto real (Maass et al., 2019). Lo anterior, a través de un proceso ciclico de traduccion
entre el mundo real y las matematicas, conocido como modelacién matematica; al
resultado de la asociacion entre elementos reales y elementos matematicos se le conoce
como modelo (Blum & Leib, 2007).

Un aspecto relevante dentro de la modelacién matematica es la integracion de la
tecnologia digital en la resolucion de problemas matematicos a través de la construccion
de simulaciones computacionales, las cuales se entienden como modelos computacionales
que representan fenomenos naturales o artificiales con el fin de comprender y/o predecir el
comportamiento de dicho fendmeno (Prieto et al., 2016). En el Sistema de Geometria
Dinamica (SGD) GeoGebra, es posible elaborar simulaciones con la finalidad de obtener
modelos computacionales que representen fendémenos dentro de la interfaz grafica del
software, esto a través del uso de herramientas de construccidon geométrica, calculo de
medidas y atributos, entre otras opciones.

Con base en estas ideas, se presenta una propuesta que expone el andlisis del proceso de
construccion de los modelos matematicos y computacionales desarrollados por dos
equipos de estudiantes, del nivel medio superior, en la implementacién de una Secuencia
Didéctica Interdisciplinaria (SDI) que involucraba la simulacion de un brazo de robot de

dos grados de libertad en GeoGebra.

Implementaciony participantes

Durante la aplicacion de la SDI, se trabajaron conceptos relacionados con las disciplinas
de matematicas, fisica, robdtica y computacion. Lo anterior, por medio de la construccion
de la simulacion, en GeoGebra, del movimiento cinematico de un brazo de robot de dos
grados de libertad.

Los estudiantes participantes cursaban la especialidad de Produccion Industrial de
Alimentos en un Centro de Bachillerato Tecnoldgico Industrial y de Servicios del Estado

de Durango; académicamente, contaban con conocimientos sobre contenidos de fisica
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relacionados a los planes y programas de estudios de nivel secundaria en México; respecto
al uso de tecnologias digitales, los participantes habian tenido contacto con GeoGebra a

través de la observacion de lo presentado por su profesor dentro del aula;

no contaban con conocimientos de robotica; por la especialidad que cursaban; por tltimo,
en cuanto a conocimientos matematicos previos, los estudiantes habian terminado el tercer
semestre, por lo que tenian conocimientos sobre Geometria y Trigonometria y Geometria

Analitica.

Diseno de la SDI

La SDI se disefio bajo los principios de las Actividades Detonadoras de Modelos (MEA's)
y la Educacion STEM para el desarrollo de aprendizaje interdisciplinario; esta conformada
de ocho actividades divididas en cuatro fases. En esta propuesta, se daran a conocer los
resultados del andlisis de los procesos de construccion de modelos graficos y
computacionales que simulan el movimiento cinematico de un brazo de robot de dos
grados de libertad, disefiados por dos equipos participantes. Dichos procesos, se analizan
a partir del seguimiento de los modelos graficos y computacionales desarrollados por los
estudiantes durante dos actividades: 1. Las manzanas y los robots y 2. Zona de trabajo del

Brazo de Robot, las cuales pertenecen a las fases 3 y 4 de la SDI, respectivamente.

Resultados

En la tercera fase de la SDI, se presento a los participantes una problematica relacionada
con la mejora en la etapa de clasificacion y empaquetado de manzanas de una empresa
llamada “La Canatleca”. Una de las alternativas para dicha mejora, era el uso de brazos de
robots. Por ello, se cuestiond a los estudiantes sobre qué necesitaban conocer para poder
construir una simulaciéon computacional del movimiento del brazo a través del uso de
GeoGebra. Los estudiantes identificaron que era necesario conocer las partes que
componen a un brazo de robot: eslabones, articulaciones, efector final y grado de libertad.
Después, realizaron un primer bosquejo grafico de como se imaginaban un brazo de robot
de dos grados de libertad que ayudara a mejorar el proceso de trabajo en el area de
clasificacion y empaquetado de manzanas. Con base en el dibujo creado, los equipos
especificaron qué elementos y como construirian la simulacion cinematica del brazo de
robot con ayuda de GeoGebra. Durante esta actividad, se les solicito mencionar cuales
serian los pasos por seguir para elaborar su construccion; ademas, que dibujaran la forma

que tendria su brazo de robot en GeoGebra. Lo anterior, con la finalidad de que los
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estudiantes asociaran las partes que componen al brazo de robot, con un objeto geométrico
asociado a alguna de las herramientas con las que cuenta GeoGebra; es decir, el proceso

de pasar de elementos reales y elementos matematicos llamado

matematizacion dentro del ciclo de modelacion (Blum & Leib, 2007). Este bosquejo, sera
entonces el segundo modelo grafico construido por los estudiantes. Cabe mencionar que
ninguno de los dos equipos conservo su disefio de los modelos graficos al llevarlo al
software, ya que utilizaron elementos diferentes a los planeados dando disefios mas
flexibles en cuanto al movimiento; sin embargo, exhibieron deficiencias en cuanto al
movimiento real de un brazo de robot. La construccion en GeoGebra del brazo de robot es
considerada como el primer modelo computacional construido por los equipos (Figura 1).
Durante el proceso de refinamiento (Figura 1), los equipos lograron identificar los
elementos que componen a un brazo de robot de dos grados de libertad. Posteriormente,
asociaron estos elementos con algtin objeto geométrico para representarlo e identificaron
la herramienta de GeoGebra podria ser 1til para construir su brazo de robot. Durante el
proceso de disefio en GeoGebra, el equipo E3 manipuld las herramientas que se tenian
planeadas, pero identifico que, al usarlas, no ayudarian a simular el movimiento real del
brazo de robot. Por ello, decide hacer uso de segmentos y puntos para simular los
eslabones y las articulaciones, del brazo de robot, respectivamente. Asi, lograron un
movimiento mas cercano a la realidad. En el caso del equipo E1, construyé un modelo
grafico muy cercano a la forma real de un brazo de robot; sin embargo, al realizar la
simulacién en GeoGebra y tratar de copiar la forma mediante el uso de poligonos para
representar los eslabones del brazo de robot, éstos se sobreponian y no mostraban un
movimiento considerado real para el equipo. De esta manera, el E1 decidi6 dejar de lado

la estética que habian considerado.

Figura 1

Primer y segundo modelo grafico y primer modelo computacional de los equipos

Equipo Primer modelo grafico Segundo modelo grafico Primer modelo

computacional

E3

330



Con la finalidad de que los estudiantes refinaran su primer modelo computacional, se
les pidid que tanto la longitud de los eslabones como la medida de los angulos de
inclinacion del brazo de robot no fueran fijos, por lo que los estudiantes
decidieron agregar nuevos elementos a la construccion como los deslizadores. En la
Figura 2, se muestra el segundo modelo computacional como resultado del proceso de
refinamiento de la simulacion elaborada por ambos equipos. En el caso del equipo
E3, incluye deslizadores en su simulacién para garantizar la variabilidad de la
medida de los angulos de inclinacion y de la longitud de los segmentos que
representan los eslabones de su brazo de robot. El equipo E1 cambia totalmente su
construccion, ya que identifica que con los elementos geométricos utilizados era
dificil lograr la variabilidad de los dngulos de inclinacion y de los poligonos que
representan los eslabones; por ello, optan por utilizar segmentos y puntos y, al igual
que E3, hacen uso de los deslizadores para lograr la variabilidad solicitada. El
conjunto de modelos graficos y computacionales antes mencionados, son parte de la
actividad de la fase uno: Las manzanas y los robots. Figura 2

Segundo modelo computacional del brazo de robot

Equipo E3 E1
T
N
s AN
R a—— N\
] < segmento =54 ‘ N
= =
£ S F 1
9 K=147
s £ - @z < D
s 2 i L _3w3
s & L n=262
5 £ b ! : o ‘ i,
o S ’ i m=r . | - 2
@» ° . . ) |
b i - , .

Durante la actividad: Zona de trabajo del brazo de robot, perteneciente a la fase cuatro

de la SDI, se pidi6 a los participantes identificar cudles brazos de robot, de una lista de
opciones proporcionada, son utiles para la zona de empaquetado, ya que las longitudes
de los eslabones de dichos brazos son diferentes. Cabe mencionar, que se les entrego, a

cada equipo, un croquis en GeoGebra, el cual incluia una simulacion de la
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banda

transportadora de manzanas, el punto donde se colocaria el brazo de robot, y las cajas
contenedoras de las manzanas. La primera indicacion dada a los estudiantes fue
construir un brazo de robot en el punto indicado de tal manera que las medidas de los
angulos de inclinacion y las longitudes de los eslabones variaran. Ambos equipos,
utilizaron segmentos, puntos y deslizadores para la construccion del tercer modelo

computacional construccion (Figura 3).

Figura 3

Tercer modelo computacion de los equipos E1 y E3

Equipo E3 E1
“ 22 Metros .‘
_ e 22 Metros
s 3 : iy .
gk e s g
E S 4 L | ; 5 = 16 Metros
w
2 § ® ; Ao E
= € | '
.
Conclusiones

Durante el proceso de refinamiento los estudiantes lograron conocer e identificar las
partes del brazo de robot y las caracteristicas y propiedades de su movimiento
cinematico; ademas, lograron asociarlas con elementos geométricos para representar
caracteristicas especificas. También, los estudiantes se sintieron motivados, ya que el
contexto donde se present6 la problematica se asociaba a su especialidad. Asi,
exhibieron soluciones a las actividades y elaboraron simulaciones donde pusieron en
juego su imaginacion, creatividad, conocimientos previos y nuevos, asi como procesos
de las diferentes disciplinas involucradas, siendo responsables en la comunicacion de
sus resultados y toma de decisiones, dando evidencia del aprendizaje interdisciplinario

desarrollado.
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Resumen

Se analiza una experiencia educativa, descrita por Ferrarello et al. (2017), en torno a
tres lugares geométricos, centrandose en el andlisis de las diferencias y consecuencias
que podrian haber ocurrido si se hubiera usado GeoGebra Discovery (GGD) en dicha
experiencia. Asi, argumentaremos que, en ese nuevo contexto, la busqueda de alguno
de los lugares considerados habria carecido de interés educativo, mientras que la
exploracion de otros de tales lugares se habria visto reforzada con las herramientas de
razonamiento automdtico de GGD, siempre que se hubieran enfocado las tareas
investigadoras de los alumnos hacia ciertos aspectos que no fueron contemplados en el
desarrollo real de la referida experiencia.

Introducciodn

El titulo de nuestra contribucion! al Congreso Internacional de GeoGebra (Cérdoba, 9-

12 de noviembre de 2023, https://congresogeogebra.org) hace referencia al capitulo de

Ferrarello, Mammana, Pennisi y Taranto (2017) en el libro Mathematics and
Technology. En ese capitulo, los autores describen una experiencia en la que
participaron mas de 200 estudiantes de educacion secundaria de Sicilia, que tuvieron
que construir y explorar diferentes lugares geométricos con la ayuda del popular DGS
(Sistema de Geometria Dinamica) GeoGebra. Més en detalle, en ese texto los autores
analizan el desempefo de los estudiantes en la busqueda de tres loci (lugares
geométricos) particulares y el impacto de GeoGebra a lo largo de toda la actividad.

Nuestro trabajo considera esos mismos tres lugares geométricos, pero centrandonos
ahora en el andlisis de las posibles diferencias (pros y contras) y consecuencias
(necesidad o no de cambios metodologicos y, en su caso, de cudles) que podrian tener
lugar en una hipotética version repetida de la misma experiencia, asumiendo que los

estudiantes hubieran recibido capacitacion para usar herramientas de razonamiento
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automatizado (véase Kovacs, Recio y Vélez (2022) y Recio, Van Vaerenbergh y Vélez,
! Trabajo conjunto con T. Recio (U. Nebrija) y P. Tolmos (Universidad Rey Juan
Carlos). Segundo autor parcialmente financiado por el proyecto PID2020-113192GB-
100 (Visualizacion Matematica: Fundamentos, Algoritmos y Aplicaciones) del

MICINN.

M. P. (2020)), via GeoGebra Discovery (http://autgeo.online/geogebra-discovery/ ) en

el desarrollo de las tareas propuestas.

Asi consideramos como, en algunos de estos tres lugares, el planteamiento considerado
en el capitulo de Ferrarello et al. (2017) podria, en las nuevas circunstancias, resultar
educativamente casi irrelevante, mientras que en otros de estos lugares geométricos, el
interés educativo de la actividad exploratoria ain podria seguir siendo muy importante,
siempre que su desarrollo hubiera ocurrido con un protocolo diferente, que ponga el
foco de la investigacion de los estudiantes sobre esos lugares hacia aspectos --que
detallamos en nuestra comunicacion-- no considerados en la experiencia real descrita en

Ferrarello et al. (2017).

Primer Lugar

WORKSHEET 2 — Part I
Casen=1

It is given a circle y with a fixd point on it.

With the help of Geogebra, let’s discover the geometric locus of the mid points of the chords
of a circle coming out from a fixed point of it.

Costruction | With Circle with centre and radius, construct a circle with centre O and radius

as you like.

Name this circle y as it follows: right click on the circle with the mouse, select

Rename, click on the small square with the letter @, then on y and in the end on

OK.

With Point on Object construct two points on y and name them A and P.

With Segment construct the segment AP.

Construct the Midpoint or Centre of AP and call it L.

Right click on L, a mask will appear, click on Trace On, then Move P on v.

When P moves, the chords out of A moves and the
b midpoint of each chord leaves its trace on the plane.
¥ The set of the «traced» points seems a circle.
T Use Edit/Undo to erase the trace.

/ Construct now the locus described by L when P moves

~— on v, with Locus and by clicking on L first and on P
afterwards. Call A this figure.

The obtained figure seems again a circle with diameter ...........................

andwith centre ...ococnuaniniiaay

Verify Grafically verify your considerations on the circle you have found, by using,

for example, Circle with Centre through Point or Circle with Centre and

Radius.

Conjecture You can then conjecture that, Given a circle y with centre O and a point A on

it, the locus of the midpoints of the chords of y throught A is

and
exploration

337



Figura 1: Propuesta de lugar: Worksheet 2-Part I, Case n=1

Por ejemplo, en la Figura 1 se muestra una de las actividades planteadas en la citada
experiencia (la Worksheet 2-Part I, Case n=1, de Ferrarello et al. (2017)), en la que se

pide al alumno que construya (con la notacion de las Figuras 2 y 3) un circulo de centro

DA CIEIPFANEIES S Q=
B = (0.24, = 4 aACSH : @

f= 359

C = (0.48, -0. A
( i —_— Relation

¢ (x - 0.48)2 + : h has the same length as i
t (always true)
D = (-3.08, -1.

E = (191,235 A
g=624

F = (-0.59, 0.4
eql: 113299560
G=(-13-11
h=179 P |
i=179

j=179 Q) |

B o 000000 0060 0 @ ¢

Figura 2: El mismo lugar, resuelto con GeoGebra Discovery

C y radio f=AB, y se consideran los puntos medios F de segmentos ED, donde D es un
punto fijo de dicho circulo y E es un punto movil sobre el mismo. Se plantea al alumno

la tarea de estudiar el lugar geométrico de F.

R A7 [QO 4 N = @ Sco Q=
@ o (x-048 _ o i ;
=N O — A AR @
O D=(308-13 {
H {
© E=(191,235) .A__-___.-.B i
. f ]
@ g=62 : !
& Discovered theorems on point G £ £
® r= (-0.59, 0.48)  gorg of parallel and perpendicular lines: '
. * CEIFG i
©  eql: 1132095600, _* CF L DEF !
Congruent segments: L]
: « CG=DG=FG ]
@ G6=(13-117) {
@ h=17 E=3
@ i-179
@ =11 o1
@ d(x+13r+( S
@ Kk 1.65x-0.71y = Q
P @ 1-320x + 143 Q

Figura 3: Descubrimiento automatico de las propiedades del lugar.
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Como la propia Worksheet senala, con GeoGebra es inmediato obtener (usando, por
ejemplo, el comando Lugar o EcuacionLugar) la ecuacion numérica (es decir, en
funcion de las coordenadas de los puntos que generan el lugar (A, B, C, D, E)) y la

representacion grafica del lugar (en rojo en la Figura 2).

Por eso, lo que se pide que aborde el alumno como tarea en esta experiencia es, para

empezar, encontrar las caracteristicas geométricas del lugar ya dibujado (una curva que
“parece” un circulo de cierto centro y radio) y su verificacion grafica (construyendo un
circulo con las caracteristicas conjeturadas y comprobando visualmente que tal circulo

rojo se superpone al lugar obtenido).

“Adivinar” que el lugar construido numéricamente por el programa es un circulo, y que
su centro G es el punto medio de los puntos D y C, es una tarea que GeoGebra,
actualmente, no puede resolver completamente de modo automatico, pero a cuya

resolucion GeoGebra contribuye de dos formas:

proporcionando una imagen (la del lugar) en la que el estudiante puede observar
que conserva determinadas propiedades aunque cambien los datos de partida
(arrastrando los puntos A, B, C, D, E), posibilitando, de este modo, la
comprobacion visual en multiples casos de cualquier conjetura sobre dicha
figura que el estudiante formule (por ejemplo, que si G es el punto medio de DC,
el punto G ha de equidistar de F y de C, es decir, el lugar de F es un circulo de

centro G y radio GC=GD)

corroborando, con certeza y rigor matematico, dicha conjetura, como muestra la
Figura 2, usando el comando Relacion(FG, GC), que responde que la igualdad
de tale segmentos es siempre verdad; o, usando el comando Discover(G) que
presenta al estudiante una colecciéon de propiedades de la construccién que
involucran al punto G y, en particular, concluyendo que los segmentos CG, DG

y FG son iguales (ver Figura 3).

A continuacion, en la Worksheet, se pide al alumno la formulaciéon de un enunciado
general (es decir, no simplemente numérico o grafico) que describa este lugar, es decir,

se solicita al alumno que establezca una proposicion que afirme que “si F es el punto
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medio del segmento ED, donde D es un punto fijo de un circulo cualquiera, de centro en
un punto C y radio f, y E es un punto arbitrario sobre el mismo, entonces F ha de estar
en el circulo ;...?”. Obviamente, con las prestaciones de GeoGebra de razonamiento
automatico que hemos descrito en el parrafo anterior, esta segunda tarea tiene escaso

interés y dificultad para el alumno.

Segundoy Tercer Lugares

Otros dos de los lugares que se plantearon en la experiencia a la que estamos haciendo

referencia son los que se representan en las Figuras 4, 5y 6. En la Figura 4 se plantea el

L Al ATVIIR IS S [ AT Ne] fo=2] [ &

» Algebra %~ Graphics

A= (-847,7.79) W | — s
B = (-4.47,7.79)
f=

C = (0.27,0.36) A 3
€ (x=0.27) +(y - 0.36) = 16 o—T—*
D = (-3.62,13)
E=
F

e

=561

®d=795

o f =632

etl=176

® G=(-0.74,2.6)

® H=(071,02)

® g:-6.11x - 0.01y = 4.47

® h:Llx+ 432y =163

® 1=(-0.73,0.56)
i:-2.24x - 1.01y = -0.98
J=(-137,4.01)

® eql: -117058500000000000x" + 2¢

. i 2, 170

iqf((;g:}g;;)oq il L"mD“(I( Curve eq1: LocusEquation(l, F)
J: 1.56x + 9.28y = 59.06
k(x +8.47)* + (y - 7.79)* = 16
L=(-4.52,7.12)
pi(x +4.52) + (y - 7.12)" = 16
M = (-0.58, 6.46) eql

| Q:(x+058) +(y - 6.46)" = 16

N=(3.37,5.8)

I:1.99x + 7.83y = 52.11

m: 1.99x + 7.83y = 49.46

n: 1.99x + 7.83y = 46.81

Input:

Figura 4: Propuesta de lugar: Worksheet 3-Part I, Case n=2

estudio del lugar geométrico descrito por el baricentro I de un tridngulo DEF, cuando F

se mueve en un circulo pasando por D y E.
[R]A LA D O 0 ) N =2 (4

» Algebra %~ Graphics
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®B8=(0,8)

ef=4

®C=(0,0
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® E=(0,4) 6
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Figura 5: Conjeturando las caracteristicas del lugar geométrico a través de la
cooperacion DGS/CAS.

Como en el caso anterior, GeoGebra devuelve, automatica y rapidamente, el grafico y la

ecuacion del lugar geométrico (el circulo rojo de la Figura 4), por lo entendemos que no
tiene mucho sentido el pedir al alumno su calculo para posiciones concretas de la
construccion. Por el contrario, resulta interesante comprobar que, en este caso, las
herramientas de razonamiento automatico no colaboran apenas en la busqueda del
centro o del radio de ese posible circulo, mientras que si lo hace el calculo simbdlico
(Computer Algebra System=CAS) que esta incluido en GeoGebra (la parte “Gebra” del

programa).

Asi, ubicando el punto C en el origen de coordenadas y considerando un radio =4, y
ubicando D en el punto (-4,0) y E en (0,4), GeoGebra devuelve la ecuacion
O*x"2+24*x+9*y"2-24*y+16=0, la cual es facil verificar con GeoGebra que coincide
con la ecuacion (x+4/3)"2+(y-4/3)"2=(4/3)"2, del circulo de radio 4/3 (un tercio del
radio del circulo dado) y centro (-4/3,4/3), a 2/3 desde el origen C hacia el punto G (-
2,2), que hemos tenido que calcular para obtener la mediana del lado DE. Estos datos
“sugieren” las caracteristicas generales del lugar, pero su verificacion automatica con
GeoGebra Discovery no es facil, por la complejidad de la construccion que requiere
dicho lugar: corroborando este hecho, en la experiencia de Ferrarello et al. (2017), la
demostracion de las propiedades de este lugar es opcional, incluso teniendo en cuenta
que los autores s6lo solicitan al alumno el cumplimentar algunas partes de la detallada

demostracion que ellos incluyen en la correspondiente Worksheet.

[&] (A L BB O, ) (4] [N] =2 )
i » Algebra X » Graphics
A = (0.34, 0.66)
= (4.84,1.03)
: (x - 0.34)? + (y - 0.66)* = 20.39
= (-3.2,3.46)
(-3.29, -2.03)

g: -4.73x - 2.18y = -22.26
h: 2.18x - 4.73y = -10.45

i -8.07x - 1.86y = -5.08

1= (0.11, 2.26)

1@ eq1: 4734976000000000000000000x* - 2059671040
1@ ) =(3.69,2.2)

|® K =(0.79, 1.65)

19 d:(x-1.92)* + (y-3.6)>=5.1

1011 = {true, {“..."}}

I

List I1: ProveDetails(AreConcyclic(l, J, H, K))

Input:
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Figura 6: Lugar geométrico de la Worksheet 7- Part I. Case n=3
Algo similar ocurre con el lugar geométrico (ver Figura 6) descrito en la Worksheet 7-

Part I. Case n=3, de Ferrarello et al. (2017). Aqui A, B son dos puntos libres con los
que se construye un circulo ¢ con centro en A y que pasa por B. Luego se coloca el
cuadrilatero ciclico CDEF sobre este circulo y se dibujan las maltitudes (rectas que
pasan por el punto medio de un lado y son perpendiculares al lado opuesto) de los
puntos medios H y G de CF y CD, que se cortan en el anticentro 1. Ahora, la
EcuacionLugar(1, D) que ha de cumplir el punto I cuando D se mueve en el circulo ¢
produce como salida dos lineas paralelas (en color rojo en la Figura 6, que son casos

degenerados) y un circulo d.

En este caso la conjetura: “el circulo d estd definido por los puntos medios H, J, K, del
tridangulo CFE” (es decir, se trata del circulo de nueve puntos de este triangulo) que el
estudiante ha de elaborar (con algunas pistas proporcionadas en la Worksheet), puede
verificarse rigurosamente con GeoGebra Discovery y el comando DemuestraDetalles,
que responde (ver Figura 6) “true” cuando es interrogado sobre la co-circularidad de H,
J, Ky el anticentro 1. Es curioso que, en este caso, en la experiencia, no se propone a
los alumnos la demostracion de dicha conjetura, que ha resultado mas sencilla para
GeoGebra Discovery que la del lugar geométrico anterior, cuya prueba si se propuso a
los alumnos. Aunque carecemos de datos respecto del comportamiento del alumnado en
ambos casos, creemos que podria ser interesante el uso de GeoGebra Discovery como
una herramienta auxiliar para que el profesor valore de antemano la complejidad de un

enunciado para proponer su demostracion a los alumnos.

Reflexiones finales

Entendemos que los ejemplos anteriores ilustran suficientemente que el dibujo, o el
calculo de la ecuacion, de los lugares geométricos, que son algunas de las tareas
usualmente asignadas a los alumnos en la experiencia de Ferrarello et al. (2017), son
obtenidos ahora por GeoGebra Discovery de modo inmediato. Y también que, por el
contrario, este programa no puede resolver automaticamente —pero puede contribuir
decisivamente a explorar y conjeturar-- la descripcion de las caracteristicas geométricas

del lugar obtenido (eg. donde estd el centro, qué radio tiene, etc.) en funcion de la
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construccion realizada. Una tarea que, por su complejidad --si se abordara sin la

colaboracion de GeoGebra Discovery-- no se han atrevido a plantear con toda generali-

dad al alumno en la citada experiencia.

Creemos que estos ejemplos permiten sefialar los beneficios y las limitaciones de
GeoGebra Discovery para trabajar con algunos lugares geométricos (no triviales), y
también la necesidad de repensar las tareas de lugares geométricos para los estudiantes
cuando estos puedan (o deban) usar herramientas de razonamiento automatico, algo que
podria estar a la vuelta de la esquina en el contexto escolar, ya sea de manera oficial o
soterrada, como ha ocurrido a lo largo de tantos afios (y aun ocurre) con el uso de la

calculadora.

En definitiva: nuestra contribucion quiere ejemplificar como el uso educativo de nuevas
herramientas de razonamiento automatico no supone la eliminacién, por la maquina, de
ciertas ricas situaciones de aprendizaje. Al contrario: pensamos que su uso sélo exige la
adecuacion de la metodologia a un nuevo contexto, un contexto que, pensamos, va a ser
facilitador de una mayor profundizacion y desarrollo del conocimiento geométrico a

nivel escolar.
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Abstract

We present a part of an ongoing project developed at the Universidad Auténoma de
Madrid (Spain) which uses Augmented Reality (AR) with GeoGebra 3D in Initial
Teacher Training. We explain the AR modelling activities in which pre-service teachers
participated during the academic years 2021-2022 and 2022-2023, and the
implementation of an AR modelling activity designed by a prospective teacher with 55
Secondary school students with no prior knowledge of GeoGebra.

Introduction

At the present time, rapidly developing technology offers many innovations to the field
of education. One of these innovations is Augmented Reality (AR) which enables users
to perceive the real world while it is extended by virtual elements, providing real-time
interaction with them (Azuma, 1997). For mathematics education, AR provides benefits
in visualization, manipulation, and genuine contexts (Estapa & Nadolny, 2015). It enables
students to examine mathematical objects in detail and to notice mathematical features
that can be difficult to discover in a two-dimensional plane (Gonzalez, 2015).

In parallel, AR has had significant advantages for learning and teaching mathematics
outside the classroom with its ability to present models and manipulatives of many
structures and objects we see in daily life (Caridade, 2021; Tomaschko & Hohenwarter,
2020). Students live in urban and natural environments where they daily encounter
mathematical ideas and patterns, interacting with them consciously or unconsciously.
Although the mathematical knowledge and skills learned inside classrooms can be
applied outside, these connections are often unrecognizable, and mathematics can be
considered disconnected from real life (Lavicza et al., 2020).

Additionally, using AR students can move closer or farther away from the virtualized
versions of real objects, make measurements and calculations on them, in other words,

they can look at objects with ‘mathematical eyes’ (Benito et al., 2022). In this sense, AR
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is a tool to enrich the so-called math trails, adding an extra ‘mathematical layer’ to the
location or to the real object considered in a task, increasing the variety of possible math

problems and ways to solve them (Figure 1). Recent works in this direction include

combinations of GeoGebra 3D and MathCityMap (Hass et al., 2021; Benito et al., 2022),
automated reasoning tools and image-recognition proposals in Botana et al. (2020), and
other mobile apps designed for educational trails like AR-MobileMathTrails (Cahyono,
2020) or EQuPARK (Pombo & Marques, 2020).

3]

" Figure 1. Images of mathematical tasks in an augmented math trail (Benito et al, 2022).
Another use of AR tools in mathematics teaching and learning is 3D modelling or 3D
design. With the help of a Computer Aided Design (CAD) software and a mobile device
students can create 3D models and use AR to place their designs into the real
environment. This process allows students to interact, adjust and validate in real time the
3D model and the real objects, developing the modelling competence through modelling
cycles (Blum & LeiB3, 2007). Thus, these activities give students the opportunity to reduce
the gap between the real-world situations and mathematical concepts in problem solving
(Cahyono, 2020). This work considers the software GeoGebra 3D, which contains both
features at the same time: it has a 3D Geometry and an AR view, which are easily
interchanged, so it creates a suitable environment for students to experiment 3D modeling
activities.

Nevertheless, to make productive use of AR in a mathematics classroom, as with any
other technology, teachers must be familiar with these tools and their inclusion into the
learning process (Akcayir & Akcayir, 2017). Undoubtedly, the most direct mean to help
teachers to develop these skills would be to systematically implement these technologies
throughout teacher-training programs (Petrov & Atanasova, 2020). However, having
prior experience with apps like GeoGebra 3D is very important for pre-service teachers
to be able to use AR actively in and out of their future classrooms. They will only be
motivated to use this app if they find it interesting and educationally meaningful.
Additionally, students' positive perception of GeoGebra AR relates to how accurately
their teachers use this application (Petrov & Atanasova, 2020).

It is known that both pre-service teachers and students have had positive attitudes and
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engagement when using AR and GeoGebra 3D (Auliya and Munasiah, 2019; Bedewy et
al., 2021; Benito et al., 2022). Another aspect to focus on is what they think when they

take on a 3D modelling tasks with AR and GeoGebra 3D. What is their first impression?
What do they prefer to produce as a mathematical model in the app? Besides, what are
the similarities and differences between the students' and future teachers' impressions of
AR and GeoGebra 3D and how they use it? From this point of view, the current research
aims to provide descriptive and explanatory answers to these questions within the limits

of a classroom experience.

Context

The present work is placed within an ongoing project with pre-service teachers carried
out since 2019 at the Universidad Auténoma de Madrid (Spain). The project allows pre-
service teachers to experiment, create, and revise outdoor mathematical activities (some
of them using mobile learning technologies), before testing them with Primary and
Secondary school students.

The work proposed to pre-service teachers consisted in 3 steps. Stage I

(Experimentation): students “live” the experience with pre-designed activities to get in

touch with the mobile technology first as users. The activities varied depending on the
course attended by the prospective teachers, and were related to math trails using

MathCityMap, and 3D modelling tasks with GeoGebra AR; Stage 2 (Creation): pre-

service teachers create their own mathematical tasks with this technology aimed for their
future Primary or Secondary school students, getting involved in a collaborative and
creative problem-posing activity. When it is possible, students’ productions go through a

co-evaluation or peer review process to improve their tasks; Stage 3 (Implementation):

prospective teachers carry out their activities with groups of school students.

Since 2019, more than 600 pre-service teachers, 160 Primary school students and 43
Secondary school students have participated in the project. The experience with math
trails and MathCityMap, student’s designed routes and the implementation with Primary
school students can be found in Benito ez al. (2023). Here, we focus on the work carried
out in the project with pre-service teachers experimenting with GeoGebra 3D and AR
activities, focusing on the implementation of a 3D modelling activity with 55 Secondary
school students of 14-15 years old designed by one pre-service teacher.

After the experience, the AR productions contained in a GeoGebra Classroom were

collected from the pre-service teachers (at Stage ) and the Secondary school students (at

346



Stage 3). In addition, data from two questionnaires were gathered: one for pre-service

teachers focused on their perceptions and educational valuations about the AR and

GeoGebra 3D; and the second for the Secondary school students designed to know
usability aspects of GeoGebra AR app through the SUS test (Brooke, 1996; 2013), as well

as cognitive and motivational valuations of their experience.

Implementation with pre-service teachers

A total of 29 pre-service teachers participated in the AR activities with GeoGebra 3D
during academic years 2021-22 and 2022-23. They were coursing the master’s degree in
Teacher Training of Secondary Education at UAM, enrolled in the subject /CT for
Mathematics Education. GeoGebra was used throughout the course, so students had prior
experience with the software. At Stage I of the project, prospective teachers worked on
the following activities in a 2-hour session following the GeoGebra Classroom

https://www.geogebra.org/m/n4gpaxfs:

1. In-class modelling activity. Students were asked to create a model of a wooden

solid with GeoGebra 3D and use the AR view to check if the model adjusts to the real
object. They were encouraged to experiment with either using the computer to create the

models or directly using the tools in the AR view.

Figure 2. Pre-service teachers using GeoGebra 3D so adjust their 3D models to the real wooden solids.

While completing the activity, students had to make refinements to the 3D model to obtain
better adjustments in the RA view. For example, students included sliders as a useful tool
to control the fitting of the model. This repeated process of redesign and validation
showed how students went through modelling cycles. See Figure 2 for examples of the
activity.

In the second part of the activity, students were asked to create their own 3D models and
place them it into a real setting with the AR view of GeoGebra 3D. Most of the students
completed this task after the classroom and put their models at their homes (see Figure

3), choosing mainly small furniture and daily objects.
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Figure 3. Examples of AR models made by prospective teachers.

2. Modelling projects. Part of the assessment of the course consisted in an individual

project, where pre-service teachers had to create a model with GeoGebra 3D of a real
object of their choice, and again place in the reality with the AR view. In this case students
were encouraged to explore the 3D tools and constructions available in GeoGebra and
include them in their designs, as well as to describe the modelling process that they went
through. See Figure 4 for uses of surfaces of revolution from line segments to design a

bottle and a microphone.

Figure 4. A bottle and a microphone as revolution surfaces.
Figure 5 shows the example of a pre-service teacher that studied the curve formed by the
seam line of a tennis ball. The student analyzed the parametric equations of the curve and,

using the AR view, arrived at the value of the parameters that modelled a real tennis ball.

Figure 5. Calculation of the model of seam curve of a tennis ball using AR.

Implementation with Secondary school students

A similar session as the in-class modelling activity was carried out with 55 students from
two Secondary schools (Stage 3). According to the Stage 2 of the project, the experience

was designed and implemented by one of the prospective teachers that participated in the
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activities explained in the previous section.

The experience consisted in a session of 1h 30 min where the students worked in pairs
with at least one of them with GeoGebra 3D installed and compatible with the AR tools.
Students hadn’t used GeoGebra before, so the beginning of the session was used to
explain of how to switch between the 3D and the AR views with some pre-defined
examples. It followed a brief demonstration of the main GeoGebra 3D tools: how to place
and move points, segments, and polygons, how to edit objects and to create basic solids:
spheres, cylinders, cones, and prisms. Finally, students were asked to create a 3D model

of their choice and place it in the reality with the AR view, uploading their work to the

GeoGebra Classroom https://www.geogebra.org/m/u3Swagbv. See Figure 6.

Figure 6. Augmented images with the models created by the Secondary school students.

Results

The questionnaires filled out by the pre-service teachers showed very positive attitudes
towards GeoGebra 3D and the AR activities. They consider them innovative and
motivating, and they highlighted its applications to visualize and manipulate geometric
objects. They can see a great potential in a future math classroom, but they mentioned
some obstacles in its inclusion: the access to this technology, compatibility to all devices,
and the time and knowledge required to carry out these activities.

They found the AR tools of GeoGebra 3D intuitive and felt confident using them since
they knew GeoGebra beforehand. They prefer creating the 3D models with their
computers rather than directly using the AR view, due to difficulties such us unexpected
movement of axis or base plane, or phone screen sensibility to move or edit objects.

The questionnaire for secondary school students was filled out in pairs obtaining 25
responses. For the SUS test, which measures the usability of GeoGebra 3D, students gave
a score of 63,8 out of 100. According to Brooke (2013), over a score of 60 it is considered

‘accepted’ although the value is slightly far from 70, from which the usability is
349



considered to be ‘good’. The 50% of the students’ 3D models were houses (mainly unions

of rectangular prisms and pyramids as roofs), where they could fit inside in the AR image.

Other models consisted of trees, cups, or balloons to be hold in their hands, football, and
basketballs (see Figure 6). All students except one found GeoGebra 3D useful for learning
mathematics, mainly due to visual improvements of 3D objects and motivational reasons
(“going away from the routine” was included several times). Asked about the
inconveniences of using this app, 64% of students didn’t mention any but all the rest
(34%) replied that the only drawback is the complexity of the software. To the question
if they liked the activity in a scale from 0 to 10 students gave a grade of 8,1 and all except

three (88%) would like to include AR activities in their classes.

Conclusions

The results obtained from pre-service teachers and Secondary school students confirms,
for the participants of the project, the positive impact in motivation and engagement
obtained while carrying out AR mathematics activities. The results of the 3D modelling
AR activities with pre-service teachers showed how participants went through modelling
cycles, developing their modelling competence, and increasing their perception as a
valuable educational activity to incorporate in their professional future.

The experience with Secondary school students proved to be an interesting pilot study
with room for future improvements. Most students quickly understood how to create
simple 3D models, so even if they didn’t have prior GeoGebra knowledge, the use of
sliders or pre-define models may be included. This ‘novelty’ in the use of GeoGebra
might explain some of their impressions about the complexity of GeoGebra 3D, so the
use of semi-structured tasks in the design of the experience would improve the guidance
for those students. The same activity was carried out by 3 students of the same age but
with prior experience with GeoGebra, and the models and valuations of the experience
were much better. Would be thus of interest to extend and compare this study with larger

groups of students with and without prior knowledge of GeoGebra.
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Resumen

El proyecto AuthOMath integra GeoGebra y STACK en una herramienta de autoria,
AuTo, y un concepto didactico, DiCo, para mejorar las competencias digitales de los
profesores de matematicas. AuTo permite el diserio de tareas matemdticas aleatorias
con elementos multimodales interactivos y retroalimentacion adaptativa automdtica. En
nuestra presentacion, mostraremos ejemplos de tareas creadas por estudiantes,
ilustrando el potencial de esta combinacion para el diseiio de tareas y su potencial
didactico. AuthOMath busca transformar la ensefianza de las matemdticas, mejorando
la calidad de la ensefianza en linea, hibrida y en el aula.

Nuestra presentacion se centrara en el proyecto AuthOMath, una iniciativa pionera y
transformadora que busca revolucionar la educacion matematica mediante la integracion
de competencias digitales especificas para los profesores. Este proyecto surge como
respuesta a las necesidades identificadas en las estrategias europeas y nacionales para la
transformacion digital de la educacion, que destacan la importancia de desarrollar

competencias digitales especificas en los profesores.

AuthOMath se compone de dos componentes clave: AuTo, una herramienta de autoria
que combina las caracteristicas de GeoGebra y STACK, y DiCo, un concepto didactico
que guia el disefo de tareas matematicas digitales. STACK (Sistema para la Ensefianza
y Evaluacién utilizando un Nucleo de Algebra Computacional) es un sistema en linea
para la realizacion de evaluaciones matematicas que proporciona retroalimentacion
inmediata a los estudiantes. Esta caracteristica ha demostrado ser crucial en la

educacion matemdtica, ya que la retroalimentacion inmediata puede mejorar
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significativamente el aprendizaje de los estudiantes (Heffernan & Heffernan, 2014;

Kirtman, 2009). Por otro lado, GeoGebra es un software de matematicas dindmico que

permite la creacion de tareas interactivas y multimodales, una caracteristica que ha
demostrado mejorar la experiencia de aprendizaje (Hohenwarter & Fuchs, 2004; Zbiek,

Heid, Blume, & Dick, 2007).

La integracion de GeoGebra y STACK en AuTo permite el disefio de tareas
matematicas aleatorias con elementos multimodales interactivos tanto en la tarea como
en la retroalimentacion adaptativa automatica. Esta combinacion innovadora de
caracteristicas estd disefiada para ser utilizada por estudiantes de magisterio y profesores
en servicio sin habilidades especificas de programacion. El objetivo es proporcionar una
herramienta accesible que permita a los profesores crear material de aprendizaje digital

valioso y efectivo.

En nuestra presentacion, mostraremos ejemplos de tareas creadas por estudiantes
durante una actividad de formacion realizada en julio de este afio. Estas tareas cubren
una variedad de temas, desde operaciones con fracciones hasta la ecuacion de una linea,
pasando por problemas de aplicacion. Estos ejemplos ilustrardn el potencial de la
combinacion de STACK y GeoGebra para el disefio de tareas y el potencial didactico

del proyecto.

El proyecto AuthOMath tiene como objetivo tener un impacto significativo en el
desarrollo de las competencias digitales de los profesores de matematicas. Se espera que
mejore sus habilidades para crear valiosas tareas matematicas en linea y que mejore sus
habilidades diagnosticas, ya que el disefio de tareas multimodales implica un analisis
cuidadoso de los objetivos de aprendizaje y, debido a que la interactividad y la
retroalimentacion basada en respuestas automaticas son parte del disefio, de posibles

malentendidos de los alumnos.
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Figura 1. Pregunta y retroalimentacion proporcionada frente a una respuesta incorrecta

Drag the Point A so that the slope of the line is exactly 771

X Incorrect answer.

The animation below shows how to place the point A so that the line has gradient 37{

: /
A
5
6
4
7
2
o 4
—-4 -2 2 4 6 8 10
-2
-4
-6

You will get the slope of the line s as follows

y

.
= s
x~ 4

[t e

s =
Please try again!

A correct answer is [4,7] , which can be typed in as follows: [4,7]

Los resultados del proyecto pronto estaran disponibles para cualquier persona interesada

en participar. Creemos que esta iniciativa tiene el potencial de transformar la ensefanza
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de las matematicas, mejorando la calidad de la ensefianza en linea, hibrida y en el
aula. Esperamos compartir mas sobre esta emocionante iniciativa en nuestra

presentacion.
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Resumen
La proporcion cordobesa es la razon entre el radio del octogono regular y su

lado. En este cociente se obtiene el numero cordobés ¢ = NE Esta proporcion esta
22

muy presente en la arquitectura de la ciudad de Cordoba (Espaiia) pero también en
otros lugares.

En la comunicacion se desarrolla el origen del descubrimiento de esta proporcion por
parte del arquitecto Rafael de la Hoz. Mostraremos también (haciendo uso de
GeoGebra) como este numero puede obtenerse como solucion de la ecuacion
bicuadrada f(x) = 2x* —4x? + 1 = 0, una bonita funcién con simetria par.

Se desarrollara también la construccion del rectangulo cordobés usando

GeoGebra. Para ello se construira sobre el lado del octogono regular un rectangulo
cuyo otro lado sea el radio del mismo octogono regular.
Se mostrara la creacion de una herramienta en GeoGebra para poder reconocer
rectangulos cordobeses. Los objetos de entrada serdan dos puntos cualesquiera y el
objeto resultante el rectangulo con proporcion cordobesa. Se utilizara esta herramienta
para, colocando una foto en la aplicacion, comprobar si un determinado rectangulo es
cordobés. Comprobaremos asi como aparece en el mihrab de la Mezquita de Cordoba,
en el plano de su planta, en el Arco del Triunfo de Paris.

Mostraremos también usando el software las diferentes figuras geométricas

derivadas de esta razon: triangulo, diamante, estrella.
Por ultimo, realizaremos una propuesta diddctica para trabajar con el alumnado de 4°
ESO esta proporcion geométrica. La propuesta consiste en repetir la realizada por
Rafael de la Hoz. Pedir a los alumnos que construyan su rectangulo preferido, calcular
la proporcion y hacer un estudio estadistico (usando la hoja de calculo de GeoGebra)
con las proporciones obtenidas. El objetivo es determinar si nuestro alumnado es mds
“humano” o “divino”, en funcion de si estamos mas cerca del rectangulo dureo o el
cordobés.

1. El origen

El arquitecto Rafael de la Hoz realizé un curioso experimento. Quiso encontrar cudl es
el rectangulo mas bello para un grupo de personas de la ciudad de Cérdoba.

Vamos a repetir hoy aqui este experimento de sensibilidad artistica y geométrica usando
a un voluntario o voluntaria que, manipulando este applet, nos muestre su rectangulo

mas bello.
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(Cudl es la proporcién obtenida? Probamos
varias veces.

Con este experimento se buscaba la proporcion
durea en la mayoria de las respuestas, pero se
encontraron con la sorpresa de que el resultado
mas obtenido fue una proporcion de 1.3. Parece

que en general, las personas cordobesas, tienen

®
0 en su ideal de belleza esta proporcion 1.3.
Proporcién
Pero, (tiene este numero alguna relevancia
Figura 1: matematica?

https://www.geogebra.org/m/euSheybh

Luca Pacioli conto en su tratado La Divina Proporcion un origen geométrico para la
razén durea como cociente entre el radio de un decdgono regular y su lado. Vamos a
verlo con GeoGebra.
(Existira algo parecido para nuestra nueva proporcion?
.Y en el Algebra? El niimero de oro es solucién de la
ecuacion x2 —x — 1 =0 (figura 3) y eso nos da la
posibilidad de tener una expresion del numero en

forma de radical (figura 4).

-

Figura 2: Decdagono regular

5 -4 3 -2 -1 \o 1 2 3 3 5
(1.618, 0)
-1

Figura 3: Phi como solucion de la
ecuacion
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» Calculo Simbélico (CAS)

1

XA2-x-1=0
- x2—x—1=10
$1

-V5+1 V541
Resuelve: (X = 2 JX = 3

Figura 3: Expresion irracional de Phi

(Habra alguna ecuacion cuya solucion sea nuestra humana proporcion?

2. Y entonces llegd el octbgono

Buscando posibilidades se dieron cuenta de que la relacion entre el radio del octégono y

el lado es precisamente algo aproximado a este nimero (figura 5).

Figura 4: Octogono regular

f(x) 2 a f +

1
\ (1.3065629648764, 0)

-3

2 v [) V 2 3 4
-

Figura 5: Solucion de ecuacion

También podemos encontrar que este mismo
nimero es solucion de la  ecuacion
2x* —4x*+1=0 (figura 6). Resolviendo
esta ecuacion bicuadrada podemos obtener
una expresion de nuestro buscado nimero

tomando la mayor de las soluciones (figura 7).
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2xA4-4xA2+1=0

- 2x'—4x>4+1=0

$1

Resuelve: X =

Figura 6: Soluciones de la ecuacion

Pero realmente parece una expresion complicada (aunque no tiene radicales en el

denominador) y nos vamos a quedar con otra equivalente que podria ser monstruosa a
1

ojos de un profesor/a de 4° ESO, ¢ =

=)

2_
Por tanto, el rectangulo que nos preocupar, surge, de forma natural de la mejor figura

del universo conocido que es el octogono regular.

3.  Reconocimiento de rectangulos

cordobeses

GeoGebra nos puede servir para

comprobar si un rectangulo es cordobés o
no. Para ello vamos a construir una
Figura 7: Octégono regular y rectingulo sencilla herramienta que nos agilizard
cordobés mucho el trabajo.
Los objetos de entrada seran dos puntos cualesquiera y el objeto resultante el rectangulo
con proporcion cordobesa. Se utilizard esta herramienta para, colocando una foto en la
aplicacién, comprobar si un determinado rectdngulo es cordobés. Comprobaremos asi
cémo aparece en el mihrab de la Mezquita de Cordoba, en el plano de su planta, en el

Arco del Triunfo de Paris, el Arco de Moncloa de Madrid, Arco del Triunfo de

Barcelona...

Palacio
Episcopal
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Figura 9: Planta Mezquita

Figura 8: Mirahb Mezquita



Figura 10: Iglesia de
Capuchinos

Figura 11: Arco del Triunfo Paris

4. El octégono en Cordoba y mas alla.

El uso del octégono en la arquitectura y decoracion estd muy presente en Cordoba.
Como senala Rafael de la Hoz (2002):

La solucion constructiva de la universalmente llamada "boveda cordobesa" que se
inventa en su mezquita, tiene planta octogonal.

El recinto sagrado mas importante de la misma, el Mihrab, es octogonal.

Son octogonales sus torres mdas caracteristicas la de la fortaleza denominada
Malmuerta desde su base, la de la Iglesia de San Nicolas partiendo del cuadrado y la
insolita del Alcazar que naciendo circular degenera, desde un punto de vista
geométrico, en octogonal lo que sefiala una preferencia por el octogono mas alla de lo
meramente funcional.

Casi todas sus célebres fontanas tienen por planta el octogono: El Potro, La Merced,
San Andrés, etc.

El mismo es base de composicion de los mejores mosaicos Romanos como los de Baco y
Alcolea”

Dicho poligono es la base de artesonados como los de nuestra Seiiora de Gua- dalupe y
el palacio de la plaza de la Concha.

Son frecuentes los cimborrios de ocho lados, como el del crucero de la catedral
cristiana, los de la capilla de Santa Teresa o la de Doria Leonor en San Pablo, entre

otros.
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Y su empleo alcanza la composicion del espacio abierto en la plaza de Aguilar de la
Frontera o en la desaparecida de peleas de gallos de Cordoba.

Es muy conocida la preferencia del arte andalusi por el octéogono regular y sus
derivaciones. Pero también esta presente de forma espectacular en la Catedral de Burgos

en el arte gotico.

derivando del octdégono tenemos uno de los simbolos

" ¥lde esta cultura es la denominada estrella tartésica o

. andalusi que aparece en infinidad de representaciones.

B\ aar ameass SRt s o S0

Figura 12: Cupula Catedral
Burgos

Figura 13: Estrella tartésica

Figura 14: Izndjar (Cordoba)



Mostramos ahora con el software cdmo un octdégono regular puede deformarse para ser
una estrella tartésica y como del octagrama (estrella de 8 puntas) podemos obtener estas
estrellas.

5. Poligonos cordobeses

De nuestro querido octégono se derivan varios poligonos que merecen nuestra atencion.

a) El tridngulo cordobés

Figura 15: Triangulo cordobés
b) El diamante cordobés

Figura 16: Diamante Cordobés

Mostraremos ahora una coleccion de patrones basados en este precioso rombo.

c¢) Cometa y dardo cordobeses.

Figura 17: Cometa y Dardo
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Mostramos ahora dos patrones con cometas y dardos en los que podemos apreciar su

belleza.

6. Propuesta y Conclusioén

Como propuesta didactica para el aula propongo dejar investigar a nuestros alumnos y
alumnas usando GeoGebra sobre la presencia de esta proporcion y sus derivaciones y
repetir el experimento de Rafael de la Hoz haciendo un estudio estadistico (usando la
hoja de calculo de GeoGebra). El objetivo es determinar si nuestro alumnado es mas
“humano” o “divino”, en funcién de si estamos mds cerca del rectangulo aureo o el

cordobés.

El descubrimiento de Rafael de la Hoz puso la referencia al ideal de belleza que se
maneja en esta tierra, a nuestra sensibilidad de belleza especial que surge seguramente
de la convivencia cultural y de la gran herencia recibida.

GeoGebra nos aporta el acompafiamiento tecnoldégico sencillo para recrear esta belleza,
comprobar nuestras conjeturas y entender mejor los procesos de esta proporcionalidad

cordobesa.

Las construcciones de esta comunicacion pueden consultarse en:

https://www.geogebra.org/m/kj6z9hms
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